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１１．１ 平面内点的坐标
　 　 我们知道，建立数轴后，数轴上的点与实数是一一对应的．

数轴上每一个点都对应一个实数，这个实数叫做这个点在数轴

上的坐标 ．那么，怎样确定一个点在平面内的位置呢？

问题　 图 １１ １ 是某教室学生座位的平面图，你能描述

吴小明和王健同学座位的位置吗？

图　 １１ １

数学中，为了确定平面内一个点的位置，我们先在平面

内画两条互相垂直并且原点重合的数轴，如图 １１ ２．水平的

数轴叫做 ｘ 轴或横轴（ｘａｘｉｓ），取向右为正方向；垂直的数轴

叫做 ｙ 轴或纵轴（ｙａｘｉｓ），取向上为正方向；两轴交点 Ｏ 为

原点．这样就建立了平面直角坐标系（ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ

ｓｙｓｔｅｍ），这个平面叫做坐标平面．

有了平面直角坐标系，平面内的点就可以用一对实数来

表示了．例如，在图 １１ ２ 中，点 Ｐ 可以这样来表示：由点 Ｐ

向 ｘ 轴作垂线，垂足 Ｍ在 ｘ 轴上的坐标是 －２；由点 Ｐ 向 ｙ 轴



３　　　　
　 １１ ． １　 平面内点的坐标

图　 １１ ２

作垂线，垂足 Ｎ在 ｙ 轴上的坐标是 ３．于是，我们说点 Ｐ 的横

坐标是 －２，纵坐标是 ３，把横坐标写在纵坐标的前面，记作
（－２，３）．（－２，３）就叫做点 Ｐ 在平面直角坐标系中的坐标，

简称点 Ｐ 的坐标，表示为 Ｐ（－２，３）．

１． 把图 １１ ３ 中 Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ，Ｅ，Ｆ 各点对应
的坐标填入下表：

点 横坐标 纵坐标 坐标

Ａ ４ ２ （４，２）

Ｂ

Ｃ

Ｄ

Ｅ

Ｆ
图　 １１ ３

２． 在平面直角坐标系中（图 １１ ４），描出下列
各点：　 　

　 　 　 　 　

　 　 点 Ａ 的坐

标是（４，２），记

作Ａ（４，２）．点 Ｂ

的坐标是（２，４），

可见，（４，２）与
（２，４）表示的两

个点是不同的．

表示平面上

点的坐标是一个

有序实数对
獉獉獉獉獉

．
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Ａ（３，４），Ｂ（３，－２），Ｃ（－１，－４），Ｄ（－２，２），

Ｅ（２，０），Ｆ（０，－３）．

图　 １１ ４

ｘ 轴和 ｙ 轴把坐标平面分成四个部分，分别叫做第一、

二、三、四象限，各象限内的点的坐标符号分别为（＋，＋）、

（－，＋）、（－，－）、（＋，－），如图 １１ ５ ．坐标轴上的点，

也就是 ｘ 轴、ｙ 轴上的点不属于任何一个象限． 　 　

图　 １１ ５

通过直角坐标系的建立，我们把平面内的点与有序实数

对一一对应起来．即对于坐标平面内任意一点 Ｐ，都有唯一的

一个有序实数对（ｘ，ｙ）和它对应；反之，对于任意一个有序实



５　　　　
　 １１ ． １　 平面内点的坐标

数对（ｘ，ｙ），在坐标平面内都有唯一的一点 Ｐ和它对应．

（第 ２ 题）

１． 在平面直角坐标系中描出下列各点，并指出它们分别在

哪个象限或哪条坐标轴上：

Ａ（－５， － ３），Ｂ（４， － ６），Ｃ（０， － １），Ｄ（－ ５，３），

Ｅ（３． ５，０），Ｆ（－３． ５，０）．

２． 已知王东同学家在学校东 １００ ｍ、北 １５０ ｍ 处，赵西同学

的家在学校西 ２００ ｍ、南 ５０ ｍ 处．如图，把学校所在地取

作原点，建立平面直角坐标系． 试在坐标系中画出王东、

赵西同学家的位置并用坐标表示它们（每一单位长度代

表 ５０ ｍ）．

３． 填空：

坐　 标符　 号

点的位置
横　 坐　 标 纵　 坐　 标

第一象限 ＋ ＋

第二象限

第三象限

第四象限

ｘ 轴上
正半轴 ＋ ０

负半轴

ｙ 轴上
正半轴 ０ ＋

负半轴

原　 　 点

　 　 例 １　 在平面直角坐标系中描出下列各组点，并将各组

内的点用线段依次连接起来得到一个封闭图形，说说你得到

的是什么图形，并计算它们的面积．

（１）Ａ（５，１），Ｂ（２，１），Ｃ（２，－３）；
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（２）Ａ（－１，２），Ｂ（－２，－１），Ｃ（２，－１），Ｄ（３，２）．

解　 （１）得到的是一个直角三角形，如图 １１ ６（１）．它

的面积是
１
２
× ３ × ４ ＝ ６．

（２）得到的是一个平行四边形，如图 １１ ６（２）．它的面

积是 ４ × ３ ＝ １２．

图　 １１ ６

　 　 １． 图 １１ ７ 中星形是由哪些点按顺序用线段连

成的？说出这些点的坐标．

图　 １１ ７

２． 在一位同学不看图 １１ ７ 的情况下，你如何

向他描述，让他能画出这个图．
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　 １１ ． １　 平面内点的坐标

　 　 例 ２　 如图 １１ ８，正方形 ＡＢＣＤ 的边长为 ４，请建立一

个平面直角坐标系，并写出正方形的四个顶点 Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ

在这个平面直角坐标系中的坐标．

图　 １１ ８
　

图　 １１ ９

解　 如图 １１ ９，以顶点 Ａ 为原点，ＡＢ 所在直线为 ｘ 轴，

ＡＤ所在直线为 ｙ 轴建立平面直角坐标系．

此时，正方形的四个顶点 Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ 的坐标分

别为：　 　

Ａ（０，０），Ｂ（４，０），Ｃ（４，４），Ｄ（０，４）．

（第 １ 题）

１． （１）如图，在平面直角坐标系中描出下列各点：

Ａ （２， ０）， Ｂ （１， ３）， Ｃ （－ ２， － ２），

Ｄ（１，－２）；

（２）按次序 Ａ→Ｂ→Ｃ→Ｄ→Ａ 将所描出的点用线

段连接起来，看看得到的是什么图形．

（３）计算所得到的图形面积．

　 　 　 　 　

　 　 你能另建一

个平面直角坐标

系，并写出此时

顶点 Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ

的坐标吗？



８　　　　
第 １１ 章 　 平面直角坐标系 　

２． 假如你想让你的同学在不看图的情况下，准确地画出如图所示的“小船”图案，你怎

样来描述它？

（第 ２ 题）

习题 １１． １　

（第 １ 题）

１． 如图，象棋盘上，若“将”位于点（１，－２），“象”位于点

（３，－２），则“炮”位于点（　 　 ）．

（Ａ）（－１，１）　 　 　 　 　 　 （Ｂ）（－１，２）

（Ｃ）（－２，１）　 （Ｄ）（－２，２）

２． “桃花源”的入口很隐蔽，探险者在地图上建立了一个平

面直角坐标系，巧妙地运用坐标来确定它所在的位置．他

（第 ３ 题）

首先确定了四棵桃花树的位置：

Ａ（－１，２），Ｂ（－１，－４），Ｃ（５，－４），Ｄ（５，２）．

发现 ＡＣ 与 ＢＤ 的交点 Ｅ 处就是“桃花源”的入

口．试指出“桃花源”入口 Ｅ 的坐标．

３． 在如图所示的平面直角坐标系中描出下列各点：

Ａ（１，４），Ｂ（３，－２），Ｃ（－３，－２），Ｄ（－１，４）．

描好后，再把各点用线段依次连接起来（最后一

个点与第一个点连接起来），看看你得到了什么

图形？
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４． 先建立一个平面直角坐标系，再用坐标表示图中各点的位置．

（第 ４ 题）

５． 已知 ａ ＜ ｂ ＜ ０，那么点 Ｐ（ａ － ｂ，－ ｂ）在第几象限？

６． 已知点 Ａ（－４，ａ），点 Ｂ（３，ａ），那么过点 Ａ，Ｂ 的直线与坐标轴有怎样的位置

关系？

确定台风中心位置

２０１２ 年 ８ 月 ７ 日上海中心气象台发布了一则台风消息，如图
１１ １０．

图　 １１ １０
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图　 １１ １１　

　 　 根据上面的报道，解答下面问题：

　 　 （１）８ 月 ７ 日 ７ 时，台风中心位置在哪里，请在图 １１ １１ 中标

出来．

你是根据报道中哪条信息确定的？报道中，有几种信息供你

选择？

（２）台风中心会不会直接登陆上海，判断的根据是什么？如

果会登陆上海，那么至少也应在多少时间之后？

（３）确定平面内点的位置，除了利用平面直角坐标系外，还

有哪些办法？

笛　 卡　 儿
笛卡儿（Ｒ． Ｄｅｓｃａｒｔｅｓ，１５９６ ～ １６５０ 年），法国著名的数学家、

哲学家、物理学家． 他出生于法国一个小镇，从小体弱多病，但他

好奇心强，勤奋好学，自学了大量数学和哲学方面的书籍，后进入

普瓦捷大学学习法律，毕业两年后从军．

他热爱数学，从军期间也没有中断对数学问题的思考． 他认

为古人的几何学“所思考的只限于形象”，束缚了人们的想象力，

而近代的代数学则“太受法则和公式的束缚”．因此，他主张“采用

几何学与代数学中一切好的东西，互相取长补短”．笛卡儿首先提

出了坐标的思想，将变量和运动引入数学，用代数方法研究几何

笛卡儿

图　 １１ １２

　 　



１１　　　
　 １１ ． １　 平面内点的坐标

图形，建立了解析几何（又叫坐标几何）．从而使数学的两大基本

要素“数”与“形”统一起来． １６３７ 年，笛卡儿发表了著名的哲学著

作《方法谈》，该书有三个附录：《几何学》《屈光学》《气象学》，解

析几何就安排在《几何学》中．解析几何的创立为几何学提供了崭

新的研究方法，是初等数学向高等数学发展的转折点，是数学史

上最重大的创造之一．他的这一成就为后来微积分理论的建立起

到了基础性、关键性的作用，有力地推动了数学的发展．

笛卡儿强调科学的应用，提出科学的目的在于造福人群，使

人类成为自然界的主人． １６５０ 年笛卡儿逝世，由于笛卡儿的学说

与当时教义相悖，在教会控制下的学术界，对笛卡儿的逝世冷淡

对待．随着笛卡儿的数学和哲学思想影响的扩大，法国政府在笛

卡儿去世 １７ 年后，终于将其遗骨迁回法国，他墓碑上刻着：

笛卡儿，欧洲文艺复兴以来，第一个为人类争取并保证理性

权利的人．
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１１．２ 图形在坐标系中的平移
　 　 这里，研究如何在平面直角坐标系中，对图形进行平移

变换．

图　 １１ １３　

如图 １１ １３，三角形 ＡＢＣ在坐标平面内

平移后得到新图形三角形 Ａ１Ｂ１Ｃ１ ．

（１）移动的方向怎样？

（２）写出三角形 ＡＢＣ 与三角形 Ａ１Ｂ１Ｃ１
各顶点坐标． 比较对应点坐标，看有怎样的

变化？

（３）如果三角形 ＡＢＣ 向下平移 ２ 个单

位，得到三角形 Ａ２Ｂ２Ｃ２ ． 写出这时各顶点坐

标，比较两者对应点坐标，看有怎样的变化？

图　 １１ １４　

在平面直角坐标系中，描述平移的一个

方法是用图形上任一点的坐标（ｘ，ｙ）的变化

来表示．例如，右移 ２ 个单位、下移 ３ 个单位

的平移记作（ｘ，ｙ）→（ｘ ＋２，ｙ －３）．

例　 如图 １１ １４，将三角形 ＡＢＣ 先向

右平移 ６ 个单位，再向下平移 ２ 个单位得到

三角形 Ａ１Ｂ１Ｃ１ ． 写出各顶点变动前后的

坐标．
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解　 用箭头代表平移，有
Ａ（－２，６）→（４，６）→Ａ１（４，４），

Ｂ（－４，４）→（２，４）→Ｂ１（２，２），

Ｃ（１，１）→（７，１）→Ｃ１（７，－１）．

　 　 把平面直角坐标系中的一个图形，按下面的要

求平移，那么，图形上任一个点的坐标（ｘ，ｙ）是如何

变化的？

（１）向左或向右移动 ａ （ａ ＞０）个单位；

（２）向上或向下移动 ｂ （ｂ ＞０）个单位；

（３）向左或向右移动 ａ （ａ ＞０）个单位，再向上

或向下移动 ｂ（ｂ ＞０）个单位．

（第 １ 题）

１． 下面每个图中的图②是由图①平移得到的，描述各图是如何移动的，并写出图①、图

②各顶点的坐标．
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（第 ２ 题）

２． 如图，已知：三角形 ＡＢＣ，经下列平移后，求它的顶

点的坐标：

（１）右移 ２ 个单位，再下移 １ 个单位；

（２）左移 ３ 个单位，再上移 ４ 个单位．

３． 写出点 Ｐ（４，５）在作出如下的平移后得到的点 Ｐ１

的坐标，并说出由点 Ｐ 到点 Ｐ１ 是怎样平移的：

（１）Ｐ（ｘ，ｙ）→ Ｐ１（ｘ ＋１，ｙ ＋２）；

（２）Ｐ（ｘ，ｙ）→ Ｐ１（ｘ －３，ｙ －１）；

（３）Ｐ（ｘ，ｙ）→ Ｐ１（ｘ，ｙ ＋１）；

（４）Ｐ（ｘ，ｙ）→ Ｐ１（ｘ －１，ｙ）．

习题 １１． ２　

１． 如图，把平行四边形 ＡＢＣＤ 向右平移 ５ 个单位，移动后各顶点坐标是什么？

（第 １ 题）
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２． 图中①②是小正方形在平面直角坐标系中平移过程中的前后两个位置 ． 请描述

从①如何平移到②的？

（第 ２ 题）

３． 在平面直角坐标系中，线段 ＡＢ 两个端点的坐标分别是：Ａ（１，２），Ｂ（５，７）．将线

段 ＡＢ 平移后，点 Ａ 的新坐标为（－６，－３）．求点 Ｂ 的新坐标．

　 　 图 １１ １５ 中的①②③分别表示同一个三角形的三个位置．

写出下面几个平移过程：

图　 １１ １５
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　 　 （１）①到②；

（２）②到③；

（３）①到③．

完成上述三步后，从中你能发现（１）（２）和（３）之间有什

么关系吗？

一、内容整理

二、主要知识回顾

１． 平面直角坐标系是由两条具有公共原点且相互垂直的数轴构成的．

平面直角坐标系中的点与有序实数对（ｘ，ｙ）一一对应．

２． 在平面直角坐标系中，把图形向左（右）平移，点的　 　 　 　 坐标不变；

向上（下）平移，点的 　 　 　 　 坐标不变；所得图形与原图形相比，　 　 　 　

不变．

三、自评与互评

１． 坐标可以用来定位，也可以用来研究图形变换．你能举出用坐标来定

位的例子吗？在平面直角坐标系中画出一个简单图形，你能说明你画的图形

的位置吗？会将它向左（右）或上（下）平移吗？

２． 寻找生活中的实例，体会一些典型图案的坐标变化与位置变化之

间的关系 ． 有条件的话，在计算机上运用平移创作有趣的图案，在班上

展示 ． 　 　
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（第 １ 题）

１． 如图，写出平面直角坐标系中各个点的坐标，并

指出它们到 ｘ 轴、ｙ 轴的距离分别是多少？

２． （１）在坐标平面内描出下列各点：Ａ（－１０，１），

Ｂ（－６，１），Ｃ（－ ４， － １），Ｄ（－１， －３），

Ｅ（－１，－６），Ｆ（３，－７）与Ｇ（５，－４）；用线

段依次连接各点，画出北斗星；连接点 Ｇ 和

点 Ｄ，可得到一个“碗”（四边形 ＤＥＦＧ）；

（２）计算北斗星中“碗”的面积；

（３）把北斗星右移 ８ 个单位、上移 １０ 个单位后，

写出各点的坐标．

３． 填空：

（１）已知点 Ｐ 在第二象限，且到 ｘ 轴距离是 ２，到 ｙ 轴距离是 ３，则点 Ｐ 的坐标为

　 　 　 　 ；

（２）在平面直角坐标系中，点 Ｐ（２ａ ＋６，ａ －３）在第四象限，那么 ａ 的取值范围是

　 　 　 　 ；

（３）已知点 Ｐ（ａ，ｂ），且 ａｂ ＞０，ａ ＋ｂ ＜０，则点 Ｐ 在第　 　 　 　 象限；

（４）将平面直角坐标系平移，使原点 Ｏ 移至点 Ａ（３，－２），这时在新坐标系中原

来点 Ｏ 的坐标为　 　 　 　 ．

４． 图中的图案由位置①平移到②．建立合适的平面直角坐标系，写出顶点 Ａ，Ｂ，Ｃ

移动前后的坐标，并说明是如何平移的？

（第 ４ 题）
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５． 如图，箭头图案是将坐标分别为（０，０），（０，２），（５，２），（５，３），（７，１），

（５，－１），（５，０），（０，０）的点用线段依次连接而成的．现把图中的各点分别作

如下变换：

（１）横坐标不变，纵坐标分别减 ３；

（２）纵坐标不变，横坐标分别加 ２．

以上变换所得的图案与原图案相比有哪些变化？

（第 ５ 题）

１． 已知点 Ｐ 的坐标为（２ － ａ，３ａ ＋６），且点 Ｐ 到两坐标轴的距离相等，试确定点 Ｐ 的

具体位置．

２． 怎样平移能将点（３，４）变换成点（６，２）？这个平移将点（１，－１）变换成哪一点？

３． 通过平移：第一次将点（２，３）变换成点（２，－２）；第二次将点（２，－２）变换成点

（－１，－２）．

（１）分别指出两次平移的方向与距离；

（２）通过怎样的平移，可直接将点（２，３）变换成点（－１，－２）？

４． 在平面直角坐标系中描出点：Ａ（２，６），Ｂ（６，５），Ｃ（５，２），Ｄ（３，３），Ｅ（５，７）．

（１）写出下列各个平移：

① Ａ → Ｂ；② Ｂ → Ｃ；③ Ｃ → Ｄ；④ Ｄ → Ｅ；

（２）写出 Ａ→Ｅ 的平移；

（３）题（２）中的平移与题（１）中的这些平移有什么关系？
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５． 如图，三角形 Ａ′Ｂ′Ｃ′是由三角形 ＡＢＣ 平移后得到的．已知三角形 ＡＢＣ 三顶点的坐

标为 Ａ（－２，３），Ｂ（－４，－１），Ｃ（２，０），三角形 ＡＢＣ 中任一点Ｐ（ｘ０，ｙ０）经平移

后得三角形 Ａ′Ｂ′Ｃ′中对应点 Ｐ′（ｘ０ ＋ ５，ｙ０ ＋ ３）． 求点 Ａ′，Ｂ′，Ｃ′的坐标．

（第 ５ 题）
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一次函数
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１２．１ 函　 数
　 　 在现实生活中，常常会需要研究两个变量之间的相互关

系．例如：

问题? 　 用热气球探测高空气象，设热气球从海拔
１ ８００ ｍ 处的某地升空（图 １２ １），在一段时间内，它匀速上

升．它上升过程中到达的海拔高度 ｈ ｍ 与上升时间ｔ ｍｉｎ的

关系记录如下表：

时间 ｔ ／ ｍｉｎ ０ １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ …

海拔高度 ｈ ／ ｍ １ ８００ １ ８３０ １ ８６０ １ ８９０ １ ９２０ １ ９５０ １ ９８０ ２ ０１０ …

图　 １２ １

　 　 （１）这个问题中，涉及哪几个量？

（２）观察上表，热气球在升空的过程中平均每分上升多

少米？

（３）你能求出上升后 ３ ｍｉｎ和 ６ ｍｉｎ时热气球到达的海

拔高度吗？
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问题?　 Ｓ市某日自动测量仪记下的用电负荷曲线如

图 １２ ２ 所示．

图　 １２ ２

看图回答：

（１）这个问题中，涉及哪几个量？

（２）给出这天中的某一时刻，如 ４． ５ 时、２０ 时，能找到这

一时刻的负荷 ｙ（×１０３ 兆瓦）是多少吗？你是怎么找到的？

找到的值是唯一确定的吗？

（３）这一天的用电高峰、用电低谷时负荷各是多少？它

们是在什么时刻达到的？

问题?　 汽车在行驶过程中，制动后由于惯性的作用仍

将滑行一段距离才能停住，这段距离称为制动距离．某型号

的汽车在路面上的制动距离 ｓ ｍ 与车速 ｖ ｋｍ ／ ｈ 之间有下列

经验公式：

ｓ ＝ ｖ
２

２５６
．

（１）式中涉及哪几个量？

（２）当制动时车速 ｖ 分别是 ４０ ｋｍ ／ ｈ和 ６０ ｋｍ ／ ｈ时，相

应的制动距离 ｓ分别是多少米（结果保留一位小数）？

问题 １ 中，热气球上升高度 ｈ 的数值是随时间 ｔ 的数值

变化而变化的，ｈ 与 ｔ 可以取不同的数值，是变量；每分上升

　 　 “兆瓦”是物理

学中电功率的单位．

１ 兆瓦 ＝ １ ０００ ０００

瓦．
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高度为 ３０ ｍ，这个 ３０ 在过程中保持不变，是常量．

分别指出问题 ２，３ 中的变量．

在研究变量间关系的上述三个问题中，每个变化过程都

只涉及两个变量，两个变量之间有一种对应关系，当给定其

中一个变量（自变量）的值，根据此对应关系就唯一确定了

另一个变量（因变量）．例如：

问题 １ 中，ｔ ＝ ３ 时，ｈ ＝ １ ８９０；ｔ ＝ ６ 时，ｈ ＝ １ ９８０．

问题 ２ 中，ｔ ＝ ４． ５ 时，ｙ ＝ １０；ｔ ＝ ２０ 时，ｙ ＝ １６．

问题 ３ 中，ｖ ＝ ４０ 时，ｓ≈ ６． ３；ｖ ＝ ６０ 时，ｓ≈ １４． １．

一般地，设在一个变化过程中有两个变量 ｘ，ｙ，如果对

于 ｘ 在它允许取值范围内的每一个值，ｙ 都有唯一确定的值

与它对应，那么就说 ｘ 是自变量（ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｖａｒｉａｂｌｅ），ｙ 是
ｘ 的函数（ｆｕｎｃｔｉｏｎ）．如果当 ｘ ＝ ａ时，ｙ ＝ ｂ，那么 ｂ叫做当自

变量的值为 ａ 时的函数值．

可见，问题 １ 中热气球上升高度 ｈ 是自变量时间 ｔ 的函

数；问题 ２ 中用电负荷 ｙ 是自变量时间 ｔ的函数；问题 ３ 中制

动距离 ｓ是自变量车速 ｖ 的函数．

１． 指出下列关系中的变量与常量：

（１）球的表面积 Ｓ ｃｍ２ 与球半径 Ｒ ｃｍ之间的关系为：Ｓ ＝ ４πＲ２；

（２）在一定温度范围内，某种金属棒的长度 ｌ ｃｍ 与温度 ｔ ℃之间的关系为：ｌ ＝

０． ００２ｔ ＋ ２００．

２． 购买单价是 ２ 元的圆珠笔，总金额 ｙ 元与圆珠笔支数 ｎ 有怎样的关系？指出其中的常

量与变量，自变量与因变量．

　 　 前面 ３ 个问题都反映了两个变量间的函数关系．可以看

出，表示函数关系主要有下列三种方法：列表法、解析法、图
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象法．

１． 列表法

通过列出自变量的值与对应函数值的表格来表示函数

关系的方法叫做列表法．

问题 １ 就是通过列表法给出了上升高度 ｈ 与上升时间 ｔ

之间的函数关系．

２． 解析法

问题 ３ 中，制动距离 ｓ 与车速 ｖ 的函数关系是用数学

式子 ｓ ＝ ｖ
２

２５６ 来表示的
． 这种用数学式子表示函数关系的

方法叫做解析法． 其中的等式叫做函数表达式（或函数解

析式）．

在用表达式表示函数时，要考虑自变量的取值必须使函

数表达式有意义．

例 １　 求下列函数中自变量 ｘ 的取值范围：

（１）ｙ ＝ ２ｘ ＋ ４；　 　 　 　 （２）ｙ ＝ － ２ｘ２；

（３）ｙ ＝ １
ｘ － ２

；　 　 　 　 （４）ｙ ＝ ｘ －槡 ３．

分析：在（１）（２）中，ｘ 取任何实数时，２ｘ ＋４与 －２ｘ２ 都

有意义；在（３）中，当 ｘ ＝ ２ 时， １ｘ － ２ 没有意义
；在（４）中，当

ｘ ＜ ３ 时， ｘ －槡 ３ 没有意义．

解　 （１）ｘ 为全体实数． 　 　（２）ｘ 为全体实数．

（３）ｘ ≠ ２． 　 　 （４）ｘ ≥ ３．

注意　 在确定函数中自变量的取值范围时，如果遇到

实际问题，还必须使实际问题有意义 ． 如函数 Ｓ ＝ πＲ２ 中

自变量 Ｒ 可取全体实数，如果指明这个式子是表示圆面

积 Ｓ 与圆半径 Ｒ 的关系，那么自变量 Ｒ 的取值范围应是
Ｒ ＞ ０ ．
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例 ２　 当 ｘ ＝ ３ 时，求下列函数的函数值：

（１）ｙ ＝ ２ｘ ＋ ４；　 　 　 　 　 　 （２）ｙ ＝ － ２ｘ２；

（３）ｙ ＝ １
ｘ － ２

；　 　 （４）ｙ ＝ ｘ －槡 ３．

解　 （１）当 ｘ ＝ ３ 时，ｙ ＝ ２ｘ ＋ ４ ＝ ２ × ３ ＋ ４ ＝ １０．

（２）当 ｘ ＝ ３ 时，ｙ ＝ － ２ｘ２ ＝ － ２ × ３２ ＝ － １８．

（３）当 ｘ ＝ ３ 时，ｙ ＝ １
ｘ － ２

＝ １
３ － ２

＝ １．

（４）当 ｘ ＝ ３ 时，ｙ ＝ ｘ －槡 ３ ＝ ３ －槡 ３ ＝ ０．

例 ３　 一个游泳池内有水 ３００ ｍ３，现打开排水管以每时
２５ ｍ３ 的排出量排水．

（１）写出游泳池内剩余水量 Ｑ ｍ３ 与排水时间 ｔ ｈ 之间

的函数表达式；

（２）写出自变量 ｔ的取值范围；

（３）开始排水 ５ ｈ 后，游泳池中还有多少水？

（４）当游泳池中还剩 １５０ ｍ３ 水时，已经排水多少

时间？

解　 （１）排水后的剩水量 Ｑ是排水时间 ｔ的函数，函数

表达式为

Ｑ ＝ ３００ － ２５ｔ ＝ － ２５ｔ ＋ ３００．

（２）由于池中共有 ３００ ｍ３ 水，每时排 ２５ ｍ３，全部排完

只需 ３００ ÷ ２５ ＝ １２ （ｈ），故自变量 ｔ 的取值范围是
０ ≤ ｔ≤ １２．

（３）当 ｔ ＝５ 时，代入函数表达式，得 Ｑ ＝ － ５ × ２５ ＋

３００ ＝ １７５ （ｍ３），即排水 ５ ｈ 后，池中还有水 １７５ ｍ３ ．

（４）当 Ｑ ＝１５０ 时，由 １５０ ＝ － ２５ｔ ＋ ３００，得 ｔ ＝ ６ （ｈ），

即池中还剩水 １５０ ｍ３ 时，已经排水 ６ ｈ．
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１． 求下列函数中自变量 ｘ 的取值范围：

（１）ｙ ＝ ｘ － ３
２
；　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （２）ｙ ＝ ３

４ － ｘ
；

（３）ｙ ＝ － ｘ －槡 ５；　 　 （４）ｙ ＝ １
２ｘ２ ＋ １

．

２． 求下列函数当 ｘ ＝ ９ 和 ｘ ＝ １０ 时的函数值：

（１）ｙ ＝ － ｘ －槡 ５；　 　 　 　 　 　 （２）ｙ ＝ １
２ｘ２ ＋ １

．

３． 一列火车以 ８０ ｋｍ ／ ｈ 的速度匀速行驶．

（１）写出它行驶的路程 ｓ ｋｍ 与时间 ｔ ｈ 之间的函数表达式；

（２）当 ｔ ＝１０ 时，ｓ 是多少？

４． 写出前面问题 １ 中的函数表达式．

５． 写出正方形面积 ｙ 与边长 ｘ 之间的函数表达式，并指出自变量 ｘ 的取值范围．

　 　 ３． 图象法
问题 ２ 中 Ｓ市某天用电负荷 ｙ 与时间 ｔ 的函数关系很

难用式子表示，但是可用平面直角坐标系中的图形（图１２ ２

中一条曲线）来表示．

对于能用表达式表示的函数关系，有时需画出图来表

示，使函数关系更直观、形象．

如何作函数的图呢？下面以作函数 ｙ ＝ ２ｘ 的图为例来
说明．

对于自变量 ｘ 的每一个确定的值，可得出对应函数 ｙ 的
唯一值．列表如下：

ｘ … －３ －２ －１ ０ １ ２ ３ …

ｙ … －６ －４ －２ ０ ２ ４ ６ …

　 　 任意一个有序实数对（ｘ，ｙ），与坐标平面内一点
Ｍ（ｘ，ｙ）成一一对应．因此，表中给出的有序实数对，可在坐
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标系中描出相应的点．因为函数 ｙ ＝ ２ｘ中的自变量 ｘ 可以取

一切实数，列表计算可以得到无数多个有序实数对，在坐标

平面内可描出无数多个点，这些点组成了坐标系中的图形，

如图 １２ ３．

一般地，对于一个函数，如果把自变量 ｘ 与函数 ｙ 的每对

对应值分别作为点的横坐标与纵坐标，在坐标平面内描出相应

的点，这些点所组成的图形，就是这个函数的图象 ．用图象来

表示两个变量间的函数关系的方法，叫做图象法 ．

由函数表达式画图象，一般按下列步骤进行：

１． 列表：列表给出自变量与函数的一些对应值．

２． 描点：以表中各组对应值为坐标，在坐标平面内描出

相应的点．

３． 连线：按照自变量由小到大的顺序，把所描各点用平

滑曲线依次连接起来．

描出的点越多，描绘的图象误差越小．有时不能把所有

点都描出，就用平滑曲线连接画出的点，从而得到表示这个

函数关系的近似图象．

例 ４　 画出前面问题 ３ 中的函数 ｓ ＝ ｖ
２

２５６ 的图象
．

（１）列表：因为这里 ｖ≥０，我们分别取 ｖ ＝０，１０，２０，

３０，４０，求出它们对应的 ｓ值，列成表格：

ｖ ／（ｋｍ·ｈ － １） ０ １０ ２０ ３０ ４０ …

ｓ ／ ｍ ０ ０． ４ １． ６ ３． ５ ６． ３ …

　 　 （２）描点：在坐标平面内描出（０，０），（１０，０． ４），

（２０，１． ６），（３０，３． ５），（４０，６． ３）等点．

（３）连线：将以上各点按照自变量由小到大的顺

序用平滑曲线连接，就得到了 ｓ ＝ ｖ２
２５６ 的图象

，如图

１２ ４ ．

图　 １２ ３

图　 １２ ４
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（第 ３ 题）

１． 画出函数 ｙ ＝ － ２ｘ 的图象（先列表，然后描点、连线）．

２． （１）画出函数 ｙ ＝ － ｘ 的图象；

（２）判断点 Ａ －
３
２
，( )３２ ，Ｂ（０，０），Ｃ ３

２
，－( )３２ 是否在函数 ｙ ＝ － ｘ 的图象上．

３． 如图，下列各曲线中哪些能够表示 ｙ 是 ｘ 的函数？你能说出其中的道理吗？

　 　 函数关系用图象表示，直观、形象，容易从中了

解函数的一些变化情况．

１． 图 １２ ５ 是记录某人在 ２４ ｈ 内的体温变化情

况的图象．

图　 １２ ５

　 　 　 　 　 　 　
　 　 图 １２ ５ 中

纵轴上 ０ ～ ３５ 一

段省略了．
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　 　 （１）图中有哪两个变化的量？哪个变量是自变

量？哪个变量是因变量？

（２）在这天中此人的最高体温与最低体温各是

多少？分别是在什么时刻达到的？

（３）２１：００ 时此人的体温是多少？

（４）这天体温达到 ３６． ２℃时是在什么时刻？

（５）此人体温在哪几段时间上升？在哪几段时

间下降？在哪几段时间变化最小？

２． 一艘轮船在甲港与乙港之间往返运输［图
１２ ６（１）］，只行驶一 个 来 回，中 间 经 过 丙 港，

图 １２ ６（２）是这艘轮船离开甲港的距离随时间的变

化曲线．

图　 １２ ６

（１）观察曲线回答下列问题：

① 从甲港（Ｏ）出发到达丙港（Ａ），需用多长

时间？

② 由丙港（Ａ）到达乙港（Ｃ），需用多长时间？
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　 　 ③ 图中 ＣＤ 段表示什么情况，船在乙港停留多

长时间？返回时，多长时间到达丙港（Ｂ）？

④ 从丙港（Ｂ）返回到出发点甲港（Ｅ），用多长

时间？

（２）你知道轮船从甲港前往乙港的平均行驶速

度快，还是轮船返回的平均速度快呢？

（３）如果轮船往返的机器速度是一样的，那么

从甲港到乙港是顺水还是逆水？

（第 １ 题）

（第 ２ 题）

１． 海水受日、月引力影响而产生的涨落现象叫做潮汐，发生在早晨的叫潮，发生在黄昏

的叫汐．如图是某海滨港口在某天的水

位变化曲线．

（１）在这一问题中，有哪几个变量？其

中自变量是什么？因变量是什么？

（２）大约在什么时间水最深，深度约为

多少？

（３）大约在什么时间水最浅，深度约为

多少？

（４）从图中，你还能看出港口水位变化

的其他情况吗？

２． 如图展示了世界人口每增加 １０ 亿大约经历的时间，你能从图象中看出在 １８００ 年以后

哪个时间段内世界人口年平均增速最快？
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习题 １２． １　

１． 下列函数关系中，自变量、因变量分别是什么？

（１）一种笔记本每本的单价为 ５ 元，则销售金额 ｙ 元与销售量 ｘ 本之间的关系满

足表达式 ｙ ＝ ５ｘ；

（２）水的密度是 １ × １０３ ｋｇ ／ ｍ３，则水的质量 ｍ 与体积 Ｖ 之间的关系满足表达式

ｍ ＝１ × １０３ ×Ｖ ＝１ ０００Ｖ；

（３）球的体积 Ｖ 与球的半径 ｒ 之间的关系满足表达式 Ｖ ＝ ４３ π
ｒ３ ．

２． 大米每千克 ４ 元，写出销售金额 ｙ 元与销售量 ｘ ｋｇ 之间的函数表达式．

３． 写出下列函数中自变量 ｘ 的取值范围：

（１）ｙ ＝ ２ｘ － ３；　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （２）ｙ ＝ － ２ｘ２ ＋ １；

（３）ｙ ＝ ３
１ － ｘ

；　 　 （４）ｙ ＝ ４槡 － ｘ．

４． 求下列函数当 ｘ ＝ － ２，ｘ ＝ １２ 时的函数值
：

（１）ｙ ＝ ｘ ＋ ４
ｘ － ２

；　 （２）ｙ ＝ ４ｘ ＋槡 １５．

５． 画出下列函数的图象：

（１）ｙ ＝ ４ｘ；　 　 （２）ｙ ＝ － ４ｘ．

６． 画出函数 ｙ ＝ ｘ２ 的图象（先填下表，再描点，然后用平滑曲线顺次连接各点）：

ｘ … －２ －１． ５ －１ －０． ５ ０ ０． ５ １ １． ５ ２ …

ｙ … …

７． 某人骑车沿直线旅行，先前进了 ａ ｋｍ，休息了一段时间，又原路返回 ｂ ｋｍ（ｂ ＜ａ），

再前进 ｃ ｋｍ，则此人离起点的距离 ｓ 与时间 ｔ 的关系示意图应是（　 　 ）．

（第 ７ 题）
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８． 如图是 １ ｃｍ３ 水的质量 ｍ 随温度 ｔ 变化的图象：

（第 ８ 题）

（１）在这一变化过程中，自变量、因变量分别是什么？

（２）在什么温度范围内，水的质量随温度的升高而增大？在什么温度范围内，水

的质量随温度的升高而减小？

（３）在什么温度下，水的质量最大？

９． 王林同学对他家今年上半年每月所用天然气的量与应缴费用进行了统计，结果如

下表：

月　 份

项　 目
１ ２ ３ ４ ５ ６

上月抄表数 ／ ｍ３ ２００ ２３０ ２７０ ３０５ ３４０ ３８０

本月抄表数 ／ ｍ３ ２３０ ２７０ ３０５ ３４０ ３８０ ４１２

本月总金额 ／元 ６３ ８４ ７３． ５ ７３． ５ ８４ ６７． ２

仔细观察表格，然后回答问题：

（１）天然气费的单价是多少元？

（２）如果用 ｙ 元表示每月总金额，ｘ 表示本月抄表数，ａ 表示上月抄表数，请写出 ｙ

与 ｘ 之间的函数表达式；

（３）如果王林家 ７ 月份抄表数为 ４４３，那么他家 ７ 月份应缴的天然气费总金额是

多少元？
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输入量与输出量间的函数关系

下面从函数的角度来探究“猜数游戏”（见《数学 　 七年级 　

上册》２． １ 节中“数学活动　 探索数的规律”）的原理．

（１）对于小明想好的每一个数，通过图 １２ ７ 中四步运算是

否都有唯一确定的得数，输出量 ｙ 是否为输入量 ｘ 的函数，能否写

出 ｙ 与 ｘ 之间的函数表达式？

（２）给出一个得数（即 ｙ 的一个值），小华为什么能立即猜出

小明原来想的是什么数（即找出原 ｘ 的输入值）？

如果把上述猜数游戏中的运算改为一个求平方运算（图

１２ ８），那么 ｙ 是否仍为 ｘ 的函数呢？

图　 １２ ８

反过来，能否由图 １２ ８ 中 ｙ 的值确定 ｘ 的值？这个值

是唯一的吗？把这个过程改写成开平方（图 １２ ９），这里的

ｙ 是否仍为 ｘ 的函数呢？

如果把图 １２ ７ 中猜数游戏的四步运算看作一个可以

进行运算的装置 ｆ，它将输入的数 ｘ 进行加工，然后输出数 ｙ，

如图 １２ １０ 所示，那么

图　 １２ １０

图　 １２ ７

图　 １２ ９
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计算器上的键 ｘ２，槡ｘ，
１
ｘ 都可以看作这样的装置

ｆ，在 ｘ 的取

值范围（填写下表）内，任意给定一个数 ｘ，然后利用上述键，立即

可以输出唯一的答案 ｙ，即求得函数值．

键 函　 　 数 ｘ 的取值范围

ｘ２ ｙ ＝ ｘ２

槡ｘ 槡ｙ ＝ ｘ

１
ｘ

ｙ ＝ １
ｘ

　 　 以后我们将在计算器上学习更多的函数键（如 ｓｉｎ，ｃｏｓ，ｔａｎ

等），还可以利用计算机的编程语言定义更复杂的函数，且进行复杂

的函数值计算．
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１２．２ 一次函数
　 　 在上节，遇到过这样一些函数：

ｈ ＝ ３０ｔ ＋ １ ８００；　 　 Ｑ ＝ － ２５ｔ ＋ ３００；

ｙ ＝ ２ｘ；　 　 　 ｙ ＝ － ２ｘ；

ｓ ＝ ８０ｔ．

这些函数有什么共同特点？

不难看出，这些函数的表达式都是关于自变量的一次

式．可以写成：ｙ ＝ ｋ ｘ ＋ ｂ的形式．

一般地，形如 ｙ ＝ ｋｘ ＋ｂ （ｋ，ｂ为常数，且 ｋ≠０）的函数

叫做一次函数．

其中，当 ｂ ＝ ０ 时，一次函数 ｙ ＝ ｋ ｘ ＋ ｂ就成为
ｙ ＝ ｋ ｘ （ｋ 为常数，且 ｋ ≠ ０）．

如上面的 ｙ ＝ ２ｘ，ｙ ＝ －２ｘ，ｓ ＝ ８０ｔ，这些函数中两个变量间

的关系，就是小学学过的正比例关系．因此，形如 ｙ ＝ ｋ ｘ （ｋ

为常数，且ｋ ≠ ０）的函数叫做正比例函数．

可见，正比例函数是一次函数的特殊情形．

下面，来研究一次函数的图象与性质．

前面画过函数 ｙ ＝ ２ｘ，ｙ ＝ －２ｘ及另外一些正比例函数

的图象，可见正比例函数 ｙ ＝ ｋｘ （ｋ为常数，且 ｋ≠０）的图象

是一条经过原点的直线，通常我们把正比例函数 ｙ ＝ ｋ ｘ （ｋ

为常数，且 ｋ ≠ ０）的图象叫做直线 ｙ ＝ ｋ ｘ．

因为两点确定一条直线，所以画正比例函数的图象，只

要先描出两点，再过这两点画直线，就可以了．

例 １　 在同一平面直角坐标系中，画下列函数的图象：

ｙ ＝ １
２
ｘ，　 　 ｙ ＝ ｘ，　 　 ｙ ＝ ３ｘ．
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解　 列表：（为便于比较，三个函数值计算表排在一起）

ｘ … ０ １ …

ｙ ＝ １
２
ｘ … ０ １

２ …

ｙ ＝ｘ … ０ １ …

ｙ ＝３ｘ … ０ ３ …

　 　 如图 １２ １１，过两点（０，０）， １，( )１２ 画直线，得
ｙ ＝ １

２
ｘ 的图象；

过两点（０，０），（１，１）画直线，得 ｙ ＝ ｘ 的图象；

过两点（０，０），（１，３）画直线，得 ｙ ＝ ３ｘ 的图象．

１． 在同一平面直角坐标系中，画下列函数的图象：

ｙ ＝ － １
２
ｘ，　 　 ｙ ＝ － ｘ，　 　 ｙ ＝ － ３ｘ．

２． 结合例 １ 及上面第 １ 题中的图象，就下面问题思考后回答：

（１）ｋ ＞ ０ 与 ｋ ＜ ０ 时，ｙ ＝ ｋ ｘ 的图象各有什么特点？

（２）｜ ｋ ｜的大小不同，对 ｙ ＝ ｋ ｘ 的图象有什么影响？

　 　

　 　 学过了上面例 １ 及练习后可以看出，当 ｋ 取不同

的数值时，就确定正比例函数 ｙ ＝ ｋｘ （ｋ 为常数，且
ｋ ≠ ０）在坐标系中有不同的位置．你能从中归纳出

怎样的规律？

　 　
图　 １２ １１
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　 　 一般地，正比例函数 ｙ ＝ ｋ ｘ （ｋ为常数，且 ｋ≠ ０）有下
列性质：

当 ｋ ＞０时，ｙ随 ｘ的增大而增大（图象是自左向右上升的）；
当 ｋ ＜０时，ｙ随 ｘ的增大而减小（图象是自左向右下降的）．

正比例函数 ｙ ＝ ｋｘ （ｋ为常数，且 ｋ≠０）的图象是一条直
线．对于一次函数 ｙ ＝ ｋｘ ＋ ｂ （ｋ，ｂ为常数，且 ｋ≠ ０），当 ｂ≠
０时，它的图象又是什么呢？

下面我们用具体例子来说明．

例 ２　 画一次函数 ｙ ＝ ２ｘ ＋ ３ 的图象．
解　 为了便于对比，列出一次函数 ｙ ＝ ２ｘ ＋ ３与正比例

函数 ｙ ＝ ２ｘ 的 ｘ 与 ｙ 的对应值表：

ｘ … －２ －１ ０ １ ２ …

ｙ ＝２ｘ … －４ －２ ０ ２ ４ …

ｙ ＝ ２ｘ ＋ ３ … － ４ ＋ ３ － ２ ＋ ３ ０ ＋ ３ ２ ＋ ３ ４ ＋ ３ …

　 　 从表中可以看出，对于自变量 ｘ 的同一个值，一次函数
ｙ ＝ ２ｘ ＋ ３的函数值要比函数 ｙ ＝ ２ｘ的函数值大 ３ 个单位．
也就是说，对于相同的横坐标，一次函数 ｙ ＝ ２ｘ ＋３的图象上
点的纵坐标要比正比例函数 ｙ ＝ ２ｘ图象上点的纵坐标大 ３．因
此，把直线 ｙ ＝ ２ｘ 向上平移 ３ 个单位，就得到一次函数 ｙ ＝
２ｘ ＋３的图象 ．由此可见，一次函数ｙ ＝ ２ｘ ＋３ 的图象是平行
于直线 ｙ ＝ ２ｘ 的一条直线，如图 １２ １２．

图　 １２ １２



３８　　　
第 １２ 章 　 一次函数 　

在图 １２ １２ 中，把直线 ｙ ＝２ｘ 向下平移 ３ 个单位，这时
直线应是什么函数的图象？

一般地，一次函数 ｙ ＝ ｋｘ ＋ｂ （ｋ，ｂ为常数，且 ｋ≠０）的
图象是平行于直线ｙ ＝ ｋ ｘ 的一条直线，因此，我们以后把一
次函数 ｙ ＝ ｋ ｘ ＋ ｂ （ｋ，ｂ为常数，且 ｋ≠ ０）的图象叫做直线
ｙ ＝ ｋ ｘ ＋ ｂ．

直线 ｙ ＝ ｋ ｘ ＋ ｂ 与 ｙ 轴相交于点（０，ｂ），ｂ 叫做直线
ｙ ＝ｋ ｘ ＋ ｂ 在 ｙ 轴上的截距，简称截距．

直线 ｙ ＝ ｋｘ ＋ｂ可以看作是由直线 ｙ ＝ ｋｘ平移 ｜ ｂ ｜个单
位长度而得到（当 ｂ ＞ ０时，向上平移；当 ｂ ＜ ０时，向下平移）．

例 ３　 画出直线 ｙ ＝ ２３
ｘ －２，并求它的截距．

解　 对于 ｙ ＝ ２３
ｘ －２，有

ｘ ０ ３

ｙ －２ ０

　 　 过两点（０，－２），（３，０）画直线，即得 ｙ ＝ ２３
ｘ －２的图象，

它的截距是 －２，如图 １２ １３．

１． 下列函数中，哪些是一次函数？哪些是正比例函数？

（１）ｙ ＝ － ８ｘ；　 　 　 （２）ｙ ＝ ８
ｘ
；　 　 　 （３）ｙ ＝ ８ｘ２；　 　 　 （４）ｙ ＝ ８ｘ － ４．

２． 填空：

（１）正比例函数 ｙ ＝ ４ｘ 的图象，一定经过点（　 　 ，　 　 ）和点（　 　 ，　 　 ）；

（２）把直线 ｙ ＝ ｘ 向上平移 ２ 个单位，所得直线是函数　 　 　 　 的图象；

（３）把函数 ｙ ＝ － ２ｘ ＋ ３ 的图象向　 　 　 　 平移　 　 　 　 个单位，可以得到函数 ｙ ＝

－ ２ｘ 的图象．

３． 画出下列一次函数的图象：

（１）ｙ ＝ ３ｘ ＋ １；　 　 （２）ｙ ＝ － ３ｘ － １；　 （３）ｙ ＝ １
２
ｘ ＋ ３；　 　（４）ｙ ＝ － １

２
ｘ － ４．

图　 １２ １３
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１． 已知一次函数 ｙ ＝ ３ｘ ＋ １，ｙ ＝ ２ｘ － ３，ｙ ＝
１
２
ｘ ＋ ４．

（１）分别列出 ｘ，ｙ 的对应值表，观察当自变量 ｘ
的值由小到大增大时，函数 ｙ 的值是增大还是减小？

（２）画出图象，上述变化从图象上看，直线从左
到右是上升还是下降？

２． 用类似的方法，观察函数 ｙ ＝ － ３ｘ － １，

ｙ ＝ －２ｘ ＋３，ｙ ＝ － １
２
ｘ －４图象的变化趋势，从中你有

什么发现？

一般地，一次函数 ｙ ＝ ｋ ｘ ＋ ｂ （ｋ，ｂ 为常数，且 ｋ≠０）有

下列性质：

当 ｋ ＞０ 时，ｙ 随 ｘ 的增大而增大（图象是自左向右上

升的）；

当 ｋ ＜０ 时，ｙ 随 ｘ 的增大而减小（图象是自左向右下

降的）．

１． 填空：

（１）对于函数 ｙ ＝ ７ｘ，ｙ 随 ｘ 的　 　 　 　 而增大；

（２）对于函数 ｙ ＝ － ２ｘ ＋ ３，ｙ 随 ｘ 的增大而　 　 　 　 ．

２． 已知一次函数 ｙ ＝ （２ｍ ＋ １）ｘ ＋ ５． 若 ｙ 随 ｘ 的增大而增大，求 ｍ 的取值范围．

３． 直线 ｙ ＝ － ２ｘ ＋ ３ 经过点 Ａ（ｘ１，ｙ１）和 Ｂ（ｘ２，ｙ２），当 ｘ１ ＞ ｘ２ 时，ｙ１ 与 ｙ２ 哪个大？

４． 当 ｍ 取何值时，一次函数 ｙ ＝ （ｍ － １）ｘ ＋ ｍ２ － １ 的图象经过原点？ 　 　 　

５． 当 ｂ ＞ ０ 时，ｙ ＝ ｘ ＋ ｂ 的图象经过哪几个象限？当 ｂ ＜ ０ 时呢？
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　 　 例 ４　 如果知道一个一次函数，当自变量 ｘ ＝ ４时，函数

值 ｙ ＝ ５；当 ｘ ＝ ５ 时，ｙ ＝ ２． 写出函数表达式并画出它的

图象．

解　 因为 ｙ 是 ｘ 的一次函数，设其表达式为

ｙ ＝ ｋ ｘ ＋ ｂ．

由题意，得

４ｋ ＋ ｂ ＝ ５，

５ｋ ＋ ｂ ＝ ２{ ．

解方程组，得

ｋ ＝ － ３，ｂ ＝ １７．

所以，函数表达式为

ｙ ＝ － ３ｘ ＋ １７．

图象如图 １２ １４ 中的直线．

这里，先设所求的一次函数表达式为 ｙ ＝ ｋ ｘ ＋ ｂ（ｋ，ｂ

是待确定的系数），再根据已知条件列出关于 ｋ，ｂ 的方程

组，求得 ｋ，ｂ 的值．这种确定表达式中系数的方法，叫做待

定系数法（ｍｅｔｈｏｄ ｏｆ ｕｎｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ）．

（第 ２ 题）

１． 已知 ｙ ＝ ａ ｘ ＋ ｂ，当 ｘ ＝ －２时，ｙ ＝ ２；当 ｘ ＝ ２时，ｙ ＝ ６．

求 ａ 和 ｂ 的值．

２． 某一次函数的图象如图，根据图象求此一次函数表达式．

３． 已知一次函数 ｙ ＝ ｋ ｘ ＋ ２ 的图象与直线 ｙ ＝ ３ｘ 平行．求

ｋ 的值．

４． 一次函数的图象经过点 Ｐ（－２，３），且与直线 ｙ ＝ － １２
ｘ

平行．求这个函数表达式．

图　 １２ １４
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　 　 例 ５　 为节约用水，某城市制定以下用水收费标准：每

户每月用水不超过 ８ ｍ３ 时，每立方米收取 １ 元外加 ０． ３ 元

的污水处理费；超过 ８ ｍ３ 时，超过部分每立方米收取 １． ５ 元

外加 １． ２ 元的污水处理费．设一户每月用水量为 ｘ ｍ３，应缴

水费 ｙ 元．

（１）给出 ｙ 与 ｘ 之间的函数表达式；

（２）画出上述函数图象；

（３）当该市一户某月的用水量为 ｘ ＝ ５ ｍ３或 ｘ ＝ １０ ｍ３

时，求其应缴的水费；

　 　 （４）该市一户某月缴水费 ２６． ６元，求该户这个月用水量．

分析：用水时以 ８ ｍ３ 为界，分成两段，收费标准不一

样：当 ｘ≤ ８ 时，每立方米收费（１ ＋ ０． ３）元；当 ｘ ＞ ８时，超

出部分每立方米收费（１． ５ ＋ １． ２）元．另外，收费时 ｘ 一般取

整数，不足 １ ｍ３ 的可并入下月计费．

解　 （１）ｙ 与 ｘ 之间的函数表达式为：

ｙ ＝
（１ ＋ ０． ３）ｘ ＝ １． ３ｘ　 （０ ≤ ｘ ≤ ８），

（１． ５ ＋ １． ２）（ｘ － ８）＋ １． ３ × ８ ＝ ２． ７ｘ － １１． ２　 （ｘ ＞ ８）{ ．

（２）如图 １２ １５，函数图象是一段折线．

（３）当 ｘ ＝ ５ ｍ３ 时，

　 　 　 ｙ ＝ １． ３ × ５ ＝ ６． ５（元）；

当 ｘ ＝ １０ ｍ３ 时，

　 　 　 ｙ ＝ ２． ７ × １０ － １１． ２ ＝ １５． ８（元）．

即当用水量为 ５ ｍ３ 时，该户应缴水费 ６． ５ 元；当用水量

为 １０ ｍ３ 时，该户应缴水费 １５． ８ 元．

（４）ｙ ＝ ２６． ６ ＞ １． ３ × ８，可见该户这月用水超过８ ｍ３，

因此：

２． ７ｘ － １１． ２ ＝ ２６． ６，

解方程，得 　 ｘ ＝ １４．

即该户本月用水量为 １４ ｍ３ ．

本例给出的是在自变量的不同取值范围内表示函数关

图　 １２ １５
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系的表达式有不同的形式，这样的函数称为分段函数，分段

函数在生活中也有很多应用．

１． 某地邮寄信件，平信（外埠）每件：２０ ｇ 以内邮资 １． ２ 元；在２０ ～１００ ｇ 内，每增 ２０ ｇ，加收

１． ２ 元（不足 ２０ ｇ 以 ２０ ｇ 计）；１００ ｇ 以上先贴 ６ 元邮票，每增 １００ ｇ，加收 ２ 元（不足 １００ ｇ

以 １００ ｇ 计）．设平信每件质量为 ｘ ｇ，邮资为 ｙ 元． ｙ 与 ｘ 之间的函数图象如下：

（第 １ 题）

（１）若要寄一封质量为 ４７ ｇ 的信件，需贴邮票多少元？

（２）若寄一封信函贴了 ８ 元邮票，问这信函的质量可能是多少？

２． 某地规定，每月每户的用电量 ｘ ｋＷ·ｈ 与应缴电费 ｙ 元的关系如图所示．求出 ｙ 与 ｘ

之间的函数表达式．

（第 ２ 题）
　 　 　 　 　 　

（第 ３ 题）

３． 某地长途汽车客运公司规定旅客可随身携带一定质量的行李，如果超过规定质量，则

需要购买行李票．行李票费用 ｙ 元是行李质量 ｘ ｋｇ 的一次函数，如图所示．

（１）求 ｙ 与 ｘ 之间的函数表达式；

（２）求旅客最多可免费携带行李的质量是多少？
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　 　 例 ６ 　 某单位有职工几十人，想在节假日期间组织到

外地 Ｈ 处旅游．当地有甲、乙两家旅行社，它们服务质量基

本相同，到 Ｈ 地旅游的价格都是每人 １００ 元． 经联系协商，

甲旅行社表示可给予每位游客八折优惠；乙旅行社表示单

位先交 １ ０００ 元后，给予每位游客六折优惠． 问该单位选择

哪家旅行社，使其支付的旅游总费用较少？

分析：假设该单位参加旅游人数为 ｘ，按甲旅行社的优

惠条件，应付费用 ８０ｘ 元；按乙旅行社的优惠条件，应付费用

（６０ｘ ＋ １ ０００）元． 问题变为比较 ８０ｘ 与 ６０ｘ ＋ １ ０００ 的大

小了．

解法一　 设该单位参加旅游人数为 ｘ．那么如选甲旅行

社，应付 ８０ｘ 元，选乙旅行社，应付（６０ｘ ＋１ ０００）元．

记 ｙ１ ＝ ８０ｘ，ｙ２ ＝ ６０ｘ ＋１ ０００． 在同一直角坐标系中作

出两个函数的图象（图 １２ １６），ｙ１ 与 ｙ２ 的图象交于点（５０，

４ ０００）．

图　 １２ １６

观察图象，可得：

当人数为 ５０ 时，选择甲或乙旅行社费用都一样；

当人数为 ０ ～ ４９ 时，选择甲旅行社费用较少；

当人数为 ５１ ～ １００ 时，选择乙旅行社费用较少．

解法二　 设选择甲、乙旅行社所需费用之差为 ｙ，
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则　 ｙ ＝ ｙ１ － ｙ２ ＝ ８０ｘ －（６０ｘ ＋１ ０００）＝ ２０ｘ －１ ０００．

画一次函数 ｙ ＝ ２０ｘ －１ ０００的图象，如图 １２ １７，它与 ｘ

轴交点为（５０，０）．由图可知：

图 　 １２ １７

（１）当 ｘ ＝ ５０时，ｙ ＝ ０，即 ｙ１ ＝ ｙ２，甲、乙两家旅行社的费

用一样；

（２）当 ｘ ＞ ５０时，ｙ ＞ ０，即 ｙ１ ＞ ｙ２，乙旅行社的费用较低；

（３）当 ｘ ＜ ５０时，ｙ ＜ ０，即 ｙ１ ＜ ｙ２，甲旅行社的费用较低．

（第 ２ 题）

１． 某厂日产手套的总成本 ｙ 元与日产量 ｘ 副之间的函数表达式为 ｙ ＝ ５ｘ ＋ ４０ ０００，而

手套的出厂价格为每副 １０ 元，试问该厂至少应日产手套多少副才能不亏本？

２． 某单位急需用车，他们准备和甲、乙两个出租车公司签订

月租车合同． 设汽车每行驶ｘ ｋｍ，甲公司的月租费是 ｙ１

元，乙公司的月租费是 ｙ２ 元，ｙ１，ｙ２ 分别与 ｘ 之间关系的

图象如图所示，观察图象回答：

（１）每月行驶的里程在什么范围内时，租乙公司的车

合算？

（２）每月行驶的里程等于多少时，租两家公司车的费用

相同？

（３）如果这个单位估计每月行驶的里程为 ２ ３００ ｋｍ，那么这个单位租哪家的车合算？

　 　 本题还可按下
面方法来解，即：

　 　 当 ８０ｘ －（６０ｘ ＋
１ ０００）＝ ０，即 ｘ ＝
５０ 时，选甲或乙旅
行社费用一样，都

是 ８０ × ５０ ＝ ４ ０００
元；

当 ８０ｘ －（６０ｘ ＋
１ ０００）＞０，即 ｘ ＞５０
时，选乙旅行社费用

较少；

当 ８０ｘ －（６０ｘ ＋
１ ０００）＜０，即 ｘ ＜５０
时，选甲旅行社费用

较少．
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　 　 前面，已经学过一元一次方程和一元一次不等式的解

法．它们与一次函数之间有什么联系呢？

问题?　 （１）解方程：２ｘ ＋ ６ ＝ ０；
（２）已知一次函数 ｙ ＝ ２ｘ ＋ ６，问 ｘ 取何值时，ｙ ＝ ０？

关于问题 １（１），容易求出它的解为 ｘ ＝ － ３．

关于问题 １（２），画出 ｙ ＝ ２ｘ ＋６的图象（图 １２ １８）．从

图中可以看出，一次函数 ｙ ＝ ２ｘ ＋ ６ 的图象与 ｘ 轴交点坐标

为（－ ３，０），这就是当 ｙ ＝ ０时，得 ｘ ＝ －３，而 ｘ ＝ －３正是方

程 ２ｘ ＋ ６ ＝ ０ 的解．

因为，任何一个一元一次方程都可转化为 ｋ ｘ ＋ ｂ ＝ ０

的形式，所以解一元一次方程 ｋ ｘ ＋ ｂ ＝ ０，都可转化为求一

次函数ｙ ＝ ｋ ｘ ＋ ｂ（ｋ，ｂ 为常数，且 ｋ≠ ０）中 ｙ ＝ ０ 时的 ｘ

值．从图象上看，就是求直线 ｙ ＝ ｋ ｘ ＋ ｂ 与 ｘ 轴交点的横

坐标． 　 　

问题?　 根据图 １２ １８ 中一次函数 ｙ ＝ ２ｘ ＋ ６ 的图
象，你能分别说出一元一次不等式 ２ｘ ＋６ ＞ ０和 ２ｘ ＋６ ＜ ０

的解集吗？

２ｘ ＋ ６ ＞ ０，就是函数 ｙ ＝ ２ｘ ＋ ６ 中函数值 ｙ ＞ ０．观察

图 １２ １８，当图象在 ｘ 轴上方时，它上面的点的纵坐标
ｙ ＞ ０． 同样地，图象在 ｘ 轴下方时，它上面的点的纵坐标
ｙ ＜ ０． 　 　

因为图象与 ｘ 轴交于点（－３，０），所以由图象可知，要使
ｙ ＞ ０，即２ｘ ＋６ ＞ ０，应有 ｘ ＞ －３；要使 ｙ ＜ ０，即２ｘ ＋ ６ ＜ ０，

应有ｘ ＜ － ３．

因为，任何一个一元一次不等式都可以转化为 ｋ ｘ ＋
ｂ ＞ ０（或 ｋ ｘ ＋ ｂ ＜ ０）的形式，所以，解一元一次不等式
ｋ ｘ ＋ｂ ＞ ０（或 ｋ ｘ ＋ ｂ ＜ ０），就是求使一次函数 ｙ ＝ ｋ ｘ ＋

ｂ（ｋ，ｂ 为常数，且 ｋ ≠ ０）取正值（或负值）时 ｘ 的取值

　
图　 １２ １８
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范围 ． 　 　

例 ７　 画出函数 ｙ ＝ － ３ｘ ＋ ６ 的图象，结合图象：

（１）求方程 － ３ｘ ＋ ６ ＝ ０ 的解；

（２）求不等式 － ３ｘ ＋ ６ ＞ ０ 和 － ３ｘ ＋ ６ ＜ ０ 的解集．

解　 （１）画出函数 ｙ ＝ －３ｘ ＋６的图象，如图 １２ １９．图

象与 ｘ 轴交点 Ｂ 的坐标为（２，０）．

所以，方程 － ３ｘ ＋ ６ ＝ ０ 的解就是交点 Ｂ 的横坐标：

ｘ ＝ ２ ．

（２）结合图象可知，ｙ ＞０ 时 ｘ 的取值范围是 ｘ ＜ ２；

ｙ ＜ ０时 ｘ 的取值范围是 ｘ ＞ ２．

所以，不等式 － ３ｘ ＋ ６ ＞ ０ 的解集是 ｘ ＜ ２，不等式
－ ３ｘ ＋ ６ ＜ ０的解集是 ｘ ＞ ２．

１． 画出一次函数 ｙ ＝ － ２ｘ － ６ 的图象，结合图象求：

（１）ｘ 　 　 　 　 时，ｙ ＝ ０；　 　

（２）ｘ 　 　 　 　 时，ｙ ＞ ０；

（３）ｘ 　 　 　 　 时，ｙ ＜ ０；

（４）ｘ 　 　 　 　 时，ｙ ＞ ６．

２． 画出函数 ｙ ＝ ３ｘ － ９ 的图象，结合图象：

（１）求方程 ３ｘ － ９ ＝ ０ 的解；

（２）求不等式 ３ｘ － ９ ≤ ０ 的解集；

（３）当 ｙ ＝ ３ 时，求 ｘ 的值；

（４）当 ｙ ＞ ３ 时，求 ｘ 的范围．

图　 １２ １９
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习题 １２． ２　

（第 １ 题）

１． 探测船上的声呐发出的超声波以 １ ４５０ ｍ ／ ｓ的速度射向

海底，海底再将超声波反射回来，经 ｔ ｓ后声呐收到反射

超声波．试求海底深度 ｈ ｍ与时间 ｔ ｓ之间的关系．

２． 拖拉机的油箱中装有油 ６０ Ｌ，耕地时平均每时耗油

５ Ｌ．写出开始耕地后，油箱中剩油量 Ｑ Ｌ 与耕地时间

ｔ ｈ 之间的函数表达式，并画出函数图象．

３． 判断下列各点中哪些在直线 ｙ ＝ － ５ｘ ＋ １ 上？

Ａ（－３，１６），Ｂ（２，９），Ｃ － ３５
，( )４ ，Ｄ １

３
，
２( )３ ．

４． 在同一平面直角坐标系中画出下列函数的图象：

（１）ｙ ＝ ５ｘ ＋ ３；　 　 （２）ｙ ＝ － ５ｘ － ３；　 　 （３）ｙ ＝ ｘ － ４；　 　 （４）ｙ ＝ － ｘ ＋ ４．

５． 填空：

（１）当 ｘ ＝　 　 　 　 时，函数 ｙ ＝ － ｘ ＋ ３ 的值为 ０；

（２）函数 ｙ ＝ － ７ｘ ＋ １ 中，ｙ 随 ｘ 的增大而　 　 　 　 ；

（３）函数 ｙ ＝ｍｘ －４ 的图象经过点（－２，－８），则 ｍ ＝ 　 　 　 　 ，它的图象与 ｘ 轴

的交点坐标是　 　 　 　 ，与 ｙ 轴的交点坐标是　 　 　 　 ；

（４）一次函数 ｙ ＝ （ｋ２ ＋ １）ｘ 的图象经过　 　 　 象限．

６． 已知一次函数 ｙ ＝ ｋｘ － ｋ，若 ｙ 随 ｘ 的增大而减小，那么，这个函数图象经过哪几

（第 ７ 题）

个象限？

７． 某游乐场采取了浮动门票价格的方法来控

制游客人数． 在该方法实施过程中发现：每

周游客人数与票价之间存在着如图所示的

一次函数关系． 在这样的情况下，如果限定

票价在 ５ ～ ２０ 元间浮动，那么每周游客人数

最多可能是多少？

８． 设 ｙ 是 ｘ 的一次函数，且 ｘ ＝ １ 时，ｙ ＝ １；

ｘ ＝ ２时，ｙ ＝ ４．

（１）写出 ｙ 与 ｘ 之间的函数表达式；

（２）求 ｘ ＝ ０ 时，ｙ 的值；

（３）求 ｙ ＝ １０ 时，ｘ 的值．
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９． （１）已知一次函数 ｙ ＝ ｋｘ ＋ ｂ 的图象与直线 ｙ ＝ － ２ｘ 平行，与 ｙ 轴交于点

（０，－ ３）． 求 ｋ 与 ｂ 的值；

（２）已知直线 ｙ ＝ ｋｘ ＋ ｂ 经过点（－４，９），与 ｘ 轴交于点（５，０）．求 ｋ 与 ｂ 的值，

并画出这条直线．

１０． 若 ｙ 与 ｘ －１ 成正比例，且 ｘ ＝ ２ 时，ｙ ＝ ３，求 ｙ 与 ｘ 之间的函数表达式．

１１． 某一次函数的图象过点（－１，２），且函数 ｙ 的值随 ｘ 的增大而减小．请写出符合

上述条件的函数表达式（只写一个）．

１２． 某一次函数的图象不经过第二象限，请写出一个符合条件的函数表达式．

１３． 一次函数 ｙ ＝ ａ ｘ ＋ ｂ与 ｙ ＝ ａ ｂ ｘ （ａｂ≠ ０），在同一平面直角坐标系中的图象应

该是（　 　 ）．

１４． 正比例函数 ｙ ＝ ２ｘ 的图象与一次函数 ｙ ＝ － ３ｘ ＋ ｋ 的图象交于点 Ｐ（１，ｍ）．

（第 １５ 题）

（１）求 ｋ 的值；

（２）求此正比例函数、一次函数的图象与 ｘ 轴围成

的三角形面积．

１５． 某气象台预报了当地次日 ０ 时至 ８ 时的气温随时间

变化的情况，如图所示．其中 ０ 时至 ５ 时，均匀下降，

５时至 ８时均匀上升．问该地区次日 ０时至 ８ 时期间

气温在 ０℃以下的时间有多长？在什么时间气温是 ０℃？

１６． 声音在空气中传播的速度 ｙ ｍ ／ ｓ，简称音速，是气温 ｘ ℃的一次函数．下表列出了

一组不同气温时的音速：

气温 ｘ ／℃ ０ ５ １０ １５ ２０

音速 ｙ ／（ｍ·ｓ － １） ３３１ ３３４ ３３７ ３４０ ３４３

（１）求 ｙ 与 ｘ 之间的函数表达式，并画出图象；

（２）气温为 ２２℃时，某人在看到烟花燃烧 ５ ｓ 后才听到声响，那么此人与燃烧的

烟花所在地相距多远？
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１７． 填空：

（１）一元一次不等式 － ｘ ＋ ２ ＜ ０ 的解集，可看作一次函数 ｙ ＝ － ｘ ＋ ２ 当 ｙ

　 　 　 　 时，ｘ 的　 　 　 　 ；

（２）如果一元一次方程 ２ｘ ＋ｍ ＝ ０的根是 ｘ ＝ －１，那么一次函数 ｙ ＝ ２ｘ ＋ｍ的

图象与 ｘ 轴交点的坐标为　 　 　 　 ．

１８． 结合函数 ｙ ＝ ３ｘ － １２ 的图象，确定当 ｘ 取何值时：

（１）ｙ ＝ ０；　 （２）ｙ ＞ ０；　 （３）ｙ ＜ ０．

１９． 画出函数 ｙ ＝ － ２ｘ ＋ ３ 的图象，结合图象求：

（１）方程 － ２ｘ ＋ ３ ＝ ０ 的解；

（２）不等式 － ２ｘ ＋ ３ ＜ ０ 的解集；

（３）不等式组 － ３ ≤－ ２ｘ ＋ ３ ≤ ７ 的解集．

２０． 已知一次函数 ｙ ＝ （３ｍ －８）ｘ ＋１ －ｍ的图象与 ｙ轴的负半轴相交，ｙ随 ｘ的增大

而减小，且 ｍ 为整数．

（１）求 ｍ 的值；

（２）当 ｘ 取何值时，０ ＜ ｙ ＜ ４？

２１． 一游泳池有进水闸、放水闸各 １个，单独进水 ４ ｈ可以装满一池水，单独放水 ６ ｈ 可

以放完一池水．当池中的水占满池的 １４ 时
，同时打开进水闸和放水闸．设两闸开放

的时间用 ｘ ｈ表示，池中的水占满池的几分之几用 ｙ表示．

（１）求 ｙ 与 ｘ 之间的函数表达式，并写出自变量 ｘ 的取值范围；

（２）在平面直角坐标系中画出题（１）中的函数图象；

（３）求泳池从有 １４ 池水到有
１
２ 池水时两闸开放的时间

．
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１２．３ 一次函数与二元一次方程
　 　 前面，我们研究了一次函数与一元一次方程、一元一次

不等式的关系．虽然利用函数图象来解方程或不等式未必简

便，但是，这种形数结合的思想方法，对于学习数学是极为重

要的．

下面，我们来研究一次函数与二元一次方程的联系．

我们知道，二元一次方程 ３ｘ ＋２ｙ ＝ ６可以转化成一次函

数的形式：

ｙ ＝ － ３
２
ｘ ＋ ３．

对于这个函数，任意给出自变量 ｘ 的一些值，可以求得

对应的 ｙ 值，列表如下：

ｘ … －３ －２ －１ ０ １ ２ ３ …

ｙ ＝ － ３
２
ｘ ＋ ３ … ７． ５ ６ ４． ５ ３ １． ５ ０ －１． ５ …

　 　 表中每一对 ｘ，ｙ 的值代入方程 ３ｘ ＋ ２ｙ ＝ ６ 都成立，所

以每组有序数对都是方程

３ｘ ＋ ２ｙ ＝ ６

的解．可见，二元一次方程 ３ｘ ＋２ｙ ＝ ６有无数多组解，解的全

体叫做二元一次方程的解集． 以这些有序数对为坐标，在坐

标平面内描点作图（图 １２ ２０），得到一条直线，这条直线就

是一次函数ｙ ＝ － ３２
ｘ ＋ ３ 的图象．

一般地，一个二元一次方程可以转化成一次函数 ｙ ＝

ｋｘ ＋ ｂ （ｋ，ｂ为常数，且 ｋ≠ ０）的形式，所以，每个二元一次

方程都对应一个一次函数，也对应一条直线．

图　 １２ ２０
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１． 在平面直角坐标系中画出下列二元一次方程所对应的直线：

（１）ｘ － ｙ ＝ ０；　 　 　 　 　 　 （２）ｘ ＋ ｙ ＝ ０．

２． （１）下面的有序数对，哪些是二元一次方程 ３ｘ ＋ ｙ ＝ ６ 的解？

Ａ（２，０），Ｂ（３，－３），Ｃ（５，－９），Ｄ（６，－１０），Ｅ（－２，１０），Ｆ（－３，１５）．

（２）给出二元一次方程 ３ｘ ＋ ｙ ＝ ６ 任意五组非整数解．

３． 有 ５ 角、１ 元的硬币各若干个，从中取出一些凑成 ４ 元．问有多少种不同的取法？

　 　 前面我们学习了一次函数与二元一次方程间的对应关

系，那么我们是否可以利用一次函数来解二元一次方程

组呢？

例 １ 　 （１）在平面直角坐标系中画出直线 ｌ１：ｙ ＝

－ １
２
ｘ ＋ １与直线 ｌ２：ｙ ＝ ２ｘ ＋ ６ 的图象；

（２）如果直线 ｌ１ 与 ｌ２ 相交于点 Ｐ，写出点 Ｐ 的坐标
Ｐ（　 　 ，　 　 ）；

（３）检验点 Ｐ 的坐标是不是下面方程组的解？

ｘ ＋ ２ｙ ＝ ２，

２ｘ － ｙ ＝ － ６{ ．

解　 （１）图象如图 １２ ２１ 所示．
（２）由图 １２ ２１ 可知，直线 ｌ１ 与 ｌ２ 相交于点 Ｐ，点 Ｐ 的

坐标为（－２，２）．

（３）方程 ｘ ＋２ｙ ＝ ２可以转化成一次函数 ｙ ＝ －
１
２
ｘ ＋１

的形式，因此，直线 ｌ１：ｙ ＝ －
１
２
ｘ ＋１上任意一点的坐标都是

方程ｘ ＋ ２ｙ ＝ ２ 的解；同理，直线 ｌ２ 上任意一点的坐标都是
方程 ２ｘ － ｙ ＝ － ６的解．所以直线 ｌ１ 与 ｌ２ 的交点 Ｐ的坐标是
方程 ｘ ＋２ｙ ＝ ２与２ｘ － ｙ ＝ － ６的公共解，也就是说，是二元

　
图　 １２ ２１
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一次方程组

ｘ ＋ ２ｙ ＝ ２，

２ｘ － ｙ ＝ －{ ６

的解．

例 ２　 利用函数图象解方程组：

５ｘ － ２ｙ ＝ ４，

１０ｘ － ４ｙ ＝ ８{ ．

①

②

解　 对于方程①，有

ｘ ０ ２

ｙ －２ ３

　 　 过点 Ａ（０，－２）和 Ｂ（２，３）画出方程①所对应的直线 ｌ：

ｙ ＝
５
２
ｘ － ２．

同样地，点 Ａ（０，－２）和 Ｂ（２，３）也在方程②所对应的

直线上．所以方程①②所对应的直线都是通过 Ａ（０，－２）和
Ｂ（２，３）两点的直线 ｌ，如图 １２ ２２，就是说，这两条直线重

合．显然，直线 ｌ上每一个点的坐标都是原方程组的解，所以

原方程组有无穷多组解．

例 ３　 利用函数图象解方程组：

３ｘ ＋ ２ｙ ＝ － ２，

６ｘ ＋ ４ｙ ＝ ４{ ．

解　 方程 ３ｘ ＋ ２ｙ ＝ － ２ 对应直线 ｌ１：ｙ ＝ －
３
２
ｘ － １ ．

方程 ６ｘ ＋ ４ｙ ＝ ４ 对应直线 ｌ２：ｙ ＝ －
３
２
ｘ ＋ １ ．

作出直线 ｌ１ 和 ｌ２ 的图象如图 １２ ２３，两条直线平行，故

方程组无解．

图　 １２ ２２
　

图　 １２ ２３
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　 　 上述例题直观地说明二元一次方程组的解有三

种情况．当把其中的各个二元一次方程组化为标准

形式：
ａ１ｘ ＋ ｂ１ｙ ＝ ｃ１，

ａ２ｘ ＋ ｂ２ｙ ＝ ｃ
{

２

后，比较一下每例中两个方

程中 ｘ 的系数之比、ｙ 的系数之比以及常数项之比，

从中你发现了怎样的规律？

　 　 既不解方程组也不画图，你能判断下列方程组的解的情况吗？

（１）
３ｘ ＋ ５ｙ ＝ ８，

２ｘ － ３ｙ ＝ ７{
；
　 　 　 　 　 （２）

ｙ ＝ ２ｘ － ３，

４ｘ － ２ｙ ＝ ６{
；

（３）
３ｘ － ４ｙ ＝ ５，

６ｘ － ８ｙ ＝ １２{
；
　 　 　 　 （４）

２ｘ ＋ ３ｙ ＝ ５，{ｙ ＝ ｘ．

习题 １２． ３　

１． 求二元一次方程 ｘ ＋ ４ｙ ＝ １６ 的正整数解．

２． 利用函数图象解下列二元一次方程组：

（１）
３ｘ － ｙ ＝ ７，

ｘ ＋ ２ｙ ＝ ０{
；
　 　 　 　 　 　 　 　 （２）

１
２
ｘ － ｙ ＝ １，

ｘ － ２ｙ ＝ ２
{

；

（３）
４ｘ － ｙ ＝ ２，

１
２
ｙ ＝ ２ｘ ＋ １{ ；

　 （４）
４ｘ － ３ｙ － ９ ＝ ０，

ｘ － ２ｙ － １ ＝ ０{ ．
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３． 在同一平面直角坐标系中画出直线 ｙ１ ＝ － ｘ ＋ ４ 和ｙ２ ＝ ２ｘ － ５． 根据图象：

（１）求两条直线交点的坐标；

（２）确定 ｘ分别取什么值时，ｙ１ ＝ ｙ２，ｙ１ ＞ ｙ２，ｙ１ ＜ ｙ２ ．

４ ． 利用函数图象：

（１）求出
３ｘ － ｙ － １ ＝ ０，

２ｘ － ｙ ＋ ３ ＝{ ０
的解；

（２）求不等式 ３ｘ － １ ＞ ２ｘ ＋ ３ 的解集 ．

用《几何画板》求二元一次方程组的近似解

通过下面的操作，我们来了解用《几何画板》求二元一次方

程组的近似解的方法．

问题　 求方程组
５ｘ ＋ １ ＝ ７ｙ，

５ｙ ＋ ２ｘ ＝{ ７

①

②

的近似解（精确到 ０． ０１）．

具体操作过程如下：

１． 对于方程①，有

　 Ａ Ｂ

ｘ ４ －３

ｙ ３ －２

　 　 对于方程②，有

　 Ｃ Ｄ

ｘ ０ ３． ５

ｙ １． ４ ０

　 　 ２． 打开《几何画板》，选择“绘图”菜单中的“定义坐标系”命

令，建立坐标轴． 再选择“绘图”菜单中的“绘制点”命令（图

１２ ２４），在弹出的“绘制点”对话框中选择“直角坐标”选项，再
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输入 Ａ，Ｂ 两点坐标（图 １２ ２５），点击“绘制”按钮，得到点 Ａ，Ｂ．

图　 １２ ２４

图　 １２ ２５

３． 选中 Ａ，Ｂ 两点，选择“构造”菜单中的“直线”命令（图

１２ ２６），得到直线 ＡＢ．同理，可作直线 ＣＤ．

图　 １２ ２６

４． 选中直线 ＡＢ 和 ＣＤ 的交点 Ｅ 后，再选择“度量”菜单中
的“坐标”命令（图 １２ ２７），得到点 Ｅ 坐标（图 １２ ２８），即原方

程组的近似解是
ｘ ＝ １． １３，

ｙ ＝ ０． ９５{ ．
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图　 １２ ２７

图　 １２ ２８

　 　 从上面的操作可以看到，用计算机可以很方便地求二元一

次方程组的近似解．
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１２．４ 综合与实践
一 次 函 数 模 型 的 应 用

　 　 现实生活或具体情境中的很多问题或现象都可以抽象

成数学问题，并通过建立合适的数学模型来表示数量关系和

变化规律，再求出结果并讨论结果的意义．

下面，有一个实际问题，你能否利用已学的知识给予

解决？

问题?　 奥运会每 ４ 年举办一次，奥运会的游泳纪录在

不断地被突破，如男子 ４００ ｍ 自由泳项目，１９９６ 年奥运会冠

军的成绩比 １９６０ 年的提高了约 ３０ ｓ．下面是该项目冠军的

一些数据：

年　 份 冠军成绩 ／ ｓ

１９８０ ２３１． ３１

１９８４ ２３１． ２３

１９８８ ２２６． ９５

１９９２ ２２５． ００

年　 份 冠军成绩 ／ ｓ

１９９６ ２２７． ９７

２０００ ２２０． ５９

２００４ ２２３． １０

２００８ ２２１． ８６

　 　 根据上面资料，能否估计 ２０１２ 年伦敦奥运会时该项目

的冠军成绩？

请按下面步骤做，看能否达到目的？

（１）上面给出的数据是奥运会上男子 ４００ ｍ 自由泳的
冠军成绩．如果以 １９８０ 年为原点，年份为 ｘ 轴（每 ４ 年为一

个单位长度），成绩为 ｙ 轴建立平面直角坐标系，即 １９８０ 年

该项目的冠军成绩在平面直角坐标系中的对应点为

（０，２３１． ３１），１９８４ 年该项目的冠军成绩在平面直角坐标系

中的对应点为（１，２３１． ２３）． 请你写出其他各组数据在平面

图 １２ ２９
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直角坐标系中的对应点的坐标，并在平面直角坐标系（图

１２ ３０）中描出对应点．

图 １２ ３０　 　 　 　

（２）观察图 １２ ３０ 中描出点的分布情况，根据已知条

件来猜测 ｘ 与 ｙ 之间的函数形式（或“近似”的函数形式），

并写出函数表达式；

（３）根据你建立的模型，估计 ２０１２ 年伦敦奥运会该项

目的冠军成绩；

（４）能否用上述模型预测 ２０１６ 年里约热内卢奥运会该

项目的冠军成绩？

通过本例，使我们认识到可以利用所学知识去研究一些

不确定现象之间的规律性．这里用“直线”来模拟发展趋势

的问题，任选两点画直线可以画出很多条直线，但如何确定

哪条直线更合适，将在高中阶段进一步学习．

通过上面学习，我们可以知道建立两个变量之间的函数

模型，可以通过下列几个步骤完成：

（１）将实验得到的数据在直角坐标系中描出；

（２）观察这些点的特征，确定选用的函数形式，并根据

已知数据求出具体的函数表达式；

（３）进行检验；

（４）应用这个函数模型解决问题．

　 　 　 　 　 　 　

　 　 要确定一个

一次函数表达式，

只要知道两点坐

标即可． 这里，选

用哪两点呢？

用一个透明

的三角尺（或直

尺），让它的一条

边通过图中 ８ 个

点中任两点，直

观地比较看，选

择其 中 哪 两 点

时，其余点更靠

近直 尺 的 这 条

边，或者这条边

的上、下个数大

体差不多．

　 　 　 　 　 　 　

　 　 ２０１２ 年伦敦

奥运会中国选手

孙杨以 ２２０． １４ ｓ

的成绩打破男子

４００ ｍ 自由泳项

目奥运会纪录获

得冠军，你对你预

测的准确程度满

意吗？
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问题?　 球从高处下落再反弹起来，可以直观地看出球

的下落高度越高，反弹高度也就越高，那么球下落高度与反

弹高度具有怎样的关系呢？请你进行实验，将实验数据填入

下表，并根据实验数据建立球下落高度和反弹高度之间关系

的函数模型．

实验次数 第 １ 次 第 ２ 次 第 ３ 次 第 ４ 次 第 ５ 次 第 ６ 次

下落高度 ／ ｃｍ

反弹高度 ／ ｃｍ

　 　 问题?　 请你选择一个可以应用函数模型解决的问题，

并建立合适的函数模型．

一、内容整理

二、主要知识回顾

１． 在某一个变化过程中，有两个变量 ｘ 和 ｙ，对于 ｘ 的每一个确定的值，ｙ

都有唯一确定的值与之对应，我们称 ｘ 为　 　 　 　 ，ｙ 为　 　 　 　 的函数．

２． 函数关系表示方法常用的有三种：　 　 　 　 、　 　 　 　 、　 　 　 　 ．

３． ｙ ＝ ｋ ｘ ＋ ｂ （ｋ，ｂ 为常数，且 ｋ ≠ ０）是一次函数，当 ｂ ＝ ０ 时，ｙ ＝ ｋ ｘ

是　 　 　 　 函数．

（１）当 ｋ ＞ ０ 时，ｙ 随 ｘ 的增大而　 　 　 　 ；
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（２）当 ｋ ＜ ０ 时，ｙ 随 ｘ 的增大而　 　 　 　 ．

三、自评与互评

１． 函数关系是指两个变量之间的一种对应关系．你能举出几个构成函数

关系的例子吗？你能从这些函数关系中获取一些信息吗？

２． 学习了 １２． ２ 节中一次函数与一次方程、一次不等式的有关内容后，你

有什么收获？

３． 利用函数图象求解二元一次方程组是否为解方程组的一种好方法？

试比较它与代数解法的长处与不足．

１． 求下列函数中自变量 ｘ 的取值范围：

（１）ｙ ＝ １ － ｘ；　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （２）ｙ ＝ ２（ｘ － １）２；

（３）ｙ ＝ １
ｘ ＋ １

；　 　 （４）ｙ ＝ ｘ槡
２ ．

２． 李斌某天上午 ９：００ 骑自行车离开家，１５：００ 回到家．他用图象描述了离家的路程 ｓ

与时间 ｔ 的变化关系（如图所示）．

（第 ２ 题）

（１）１０：００ 和 １３：００ 时，他分别离家多远？

（２）他何时到达离家最远的地方？离家

多远？

（３）１１：００ 到 １２：００ 他行驶了多少千米？

（４）他可能在哪段时间内休息，并吃午餐？

（５）他由离家最远的地方返回到家过程中的

平均速度是多少？

３． 已知一次函数 ｙ ＝（ｍ －２）ｘ ＋３ －ｍ． 求 ｍ 为

何值时，下列各结论分别成立：

（１）ｙ 随 ｘ 的增大而减小；

（２）函数的图象经过原点；

（３）函数的图象不经过第三象限．
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４． 有一个一次函数的图象，甲、乙两位同学分别说出了它的一些特点：

甲：ｙ 随 ｘ 的增大而减小；

乙：当 ｘ ＜２ 时，ｙ ＞０．

请你写出满足甲、乙两位同学要求的一个一次函数表达式．

５． 一列火车出 Ａ 站行驶 ３ ｋｍ 到 Ｂ 处以后，以 ９０ ｋｍ ／ ｈ 的速度前进．

（１）求离开 Ｂ 处 ｔ ｈ 后，火车离 Ａ 站的路程 ｓ ｋｍ；

（２）填写下列表格：

ｔ ／ ｈ ０ １ ２ ３

ｓ ／ ｋｍ ３６３ ５４３ ７２３

（３）画出 ｓ 关于 ｔ 的函数图象；

（４）当火车行驶到离 Ａ 站 ６３３ ｋｍ 时，火车行驶了多长时间？

６． 为了保护学生的视力，课桌椅的高度都是按一定的关系配套设计的．研究表明：假

设课桌的高度为ｙ ｃｍ，椅子的高度（不含靠背）为 ｘ ｃｍ，则 ｙ 应是 ｘ 的一次函数．下

（第 ６ 题）

表列出两套符合条件的课桌椅的高度：

　 第一套 第二套

椅子高度 ｘ ／ ｃｍ ４０． ０ ３７． ０

课桌高度 ｙ ／ ｃｍ ７５． ０ ７０． ２

（１）试确定 ｙ 与 ｘ 之间的函数表达式（不要求写出 ｘ 的取值范围）；

（２）现有一把高 ４２． ０ ｃｍ 的椅子和一张高 ７８． ２ ｃｍ 的课桌，它们是否配套？请通

过计算说明理由．

７． 选择：

（１）下列各点中，在直线 ｙ ＝ ２ｘ － ５ 上的点是（　 　 ）．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　（Ａ）（－２，１） （Ｂ）（２，－１） （Ｃ）（－１，２） （Ｄ）（１，２）

（２）点 Ａ（－５，ｙ１），Ｂ（－２，ｙ２）都在直线 ｙ ＝ －
１
２
ｘ上，则 ｙ１ 与 ｙ２ 之间的大小关系

是（　 　 ）．

（Ａ）ｙ１ ＝ ｙ２ （Ｂ）ｙ１ ＞ ｙ２
（Ｃ）ｙ１ ＜ ｙ２ （Ｄ）不能确定

（３）函数 ｙ ＝ － ｘ 的图象与函数 ｙ ＝ ２ｘ － １ 的图象的交点在（　 　 ）．

（Ａ）第一象限 （Ｂ）第二象限 （Ｃ）第三象限 （Ｄ）第四象限
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　 （４）一段导线，在 ０℃时电阻为 ２ Ω，温度每增加 １℃电阻增加 ０． ００８ Ω，那么该导

线的电阻 Ｒ 表示为温度 ｔ 的函数表达式为（　 　 ）．

（Ａ）Ｒ ＝０． ００８ｔ （Ｂ）Ｒ ＝２ ＋ ０． ００８ｔ

（Ｃ）Ｒ ＝２． ００８ｔ （Ｄ）Ｒ ＝２ｔ ＋０． ００８

８． 已知函数 ｙ ＝ － ２ｘ ＋ ３，结合图象：

（１）求不等式 － ２ｘ ＋ ３ ＞ ０ 和不等式 － ２ｘ ＋ ３ ≤－ ２ 的解集；

（２）当 ｘ ≥ １ 时，求 ｙ 的取值范围．

９． 填空：

（１）直线 ｙ ＝ － ２ｘ ＋ ６ 与 ｘ 轴交点的横坐标是 　 　 　 　 ，与 ｙ 轴交点的纵坐标是

　 　 　 　 ；

（２）函数 ｙ ＝ ２ｘ ＋ ４，如果 － ２ ≤ ｙ ≤ ２，那么 ｘ 的相应范围是　 　 　 　 ；

（３）已知直线 ｙ ＝ ａｘ ＋７与直线 ｙ ＝ －２ｘ ＋１相交于 ｘ 轴上一点，则 ａ ＝　 　 　 　 ．

１０． 直线 ｙ１ ＝ － ｘ ＋ １ 与直线 ｙ２ ＝ ２ｘ － ２ 交于点 Ｐ，它们与 ｙ 轴分别交于点 Ａ，Ｂ．

（１）画出图象；

（２）求 ｘ 为何值时，ｙ１ ＞ ｙ２，ｙ１ ＝ ｙ２，ｙ１ ＜ ｙ２？

（３）求△ＡＢＰ 的面积．

１１． 如图，甲骑自行车与乙骑摩托车沿相同路线由 Ａ 地到 Ｂ 地行驶，两地之间的距离

是 ６０ ｋｍ，请根据图象回答：

（第 １１ 题）

（１）乙骑摩托车的速度是多少？

（２）甲骑自行车的速度是多少？

（３）两人相遇的时候，距 Ｂ 地还有多远？

（４）乙比甲晚多少时间出发，又早到多少时间？

１２． 某中学数学课外活动小组从网上获取该市企业职工养老保险金个人月缴费 ｙ 元

随个人月工资ｘ 元变化的图象，如图所示．请你根据图象解答下面的问题：
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（第 １２ 题）

（１）张总工程师 １０ 月份工资是 １２ ０００ 元，这月他个人应缴养老保险金多少元？

（２）小刘 １０ 月份工资为 ３ ０００ 元，这月他个人应缴养老保险金多少元？

（３）李师傅 １０ 月份个人缴养老保险金 ２４０ 元，他 １０ 月份的工资是多少元（写出

解答过程，函数表达式中未知项系数精确到 ０． ００１）？

１． 在同一平面直角坐标系中画出直线 ３ｘ － ｙ －２ ＝ ０和直线 ２ｘ － ｙ ＋３ ＝ ０的图象．

利用图象求：

（１）方程 ３ｘ － ２ ＝ ２ｘ ＋ ３ 的解；

（２）方程组
３ｘ － ｙ － ２ ＝ ０，

２ｘ － ｙ ＋ ３ ＝{ ０
的解；

（３）不等式 ３ｘ － ２ ＞ ２ｘ ＋ ３ 的解集．

２． 已知直线：ｘ －２ｙ ＝ － ｋ ＋６和 ｘ ＋３ｙ ＝ ４ｋ ＋１，如果它们的交点在第四象限内，求

ｋ 的取值范围．

３． 两个一次函数表达式写成如下形式，ｌ１：ｙ ＝ ｋ１ ｘ ＋ ｂ１，ｌ２：ｙ ＝ ｋ２ ｘ ＋ ｂ２ ． 问当 ｋ１，

ｋ２，ｂ１，ｂ２ 有何关系时，直线 ｌ１ 与 ｌ２ 分别相交、平行、重合？

４． 在同一平面直角坐标系中分别画出下列每小题中的两条直线，观察它们的位置有

怎样的关系？

（１）ｙ ＝ ｘ，ｙ ＝ － ｘ；

（２）ｙ ＝ １
２
ｘ，ｙ ＝ － ２ｘ．

５． 直线 ｌ 通过点（－３，２），且与直线 ｙ ＝ ｘ 垂直．写出表示直线 ｌ 的函数表达式．
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６． 若某种产品在市场上的供给量 ｑ１（单位：万件）与价格 ｐ（单位：万元）之间的关系

为 ｐ － ４ｑ１ － ５ ＝ ０，需求量 ｑ２（单位：万件）与价格 ｐ（单位：万元）之间的关系为

ｐ ＋ ｑ２ － ２５ ＝ ０，试求达到市场的供需平衡点（即供给量和需求量相等的点）时的

该产品的市场价格．

７． 一个车间有工人 ２０ 名．已知每个工人每天可制造甲种零件 ６ 个或乙种零件 ５ 个，

每制造一个甲种零件可获利润 １５０ 元，每制造一个乙种零件可获利润 ２６０ 元． 在

这 ２０ 人中，车间每天安排 ｘ 名工人制造甲种零件，其余人去制造乙种零件．

（１）写出此车间每天所获利润 ｙ 元与 ｘ 人之间的函数表达式；

（２）如果要车间每天所获利润不低于 ２４ ０００ 元，至少应派多少工人去制造乙种

零件？

１． 某养猪场欲买饲料喂猪，相关数据如下表：

饲料种类
饲料单价

元 ／ ｋｇ
猪食量

ｋｇ ／天
猪增重

ｋｇ ／天

Ａ ２． ８ ２． ５ １． ０

Ｂ ２． ３ ２． ５ ０． ９

由市场行情得知，屠宰场收购生猪每千克单价在 １０ ～ １５ 元范围内．

（１）设收购生猪每千克单价为 ｘ 元，分别列出喂 Ａ，Ｂ 两种饲料的日利润 ｙ 元的

函数表达式；（日利润 ＝日收益 －日饲料成本）

（２）选用哪种饲料合算？

２． 潜水员在深海中潜水时所受的水压随着潜水深度的增加而增加． 现经过 ５ 次测

量，得到观察值如下表：

水深 ｄ ／ ｍ ０ １０ ２５ ４０ ５５ ７５

水压 ｐ ／ Ｐａ ０ ０． ９ × １０５ ２． ２ × １０５ ３． ５ × １０５ ４． ９ × １０５ ６． ６ × １０５
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（１）在平面直角坐标系内，描出各组有序数对（ｄ，ｐ）所对应的点；

（２）水压 ｐ 与水深 ｄ 间的关系，可用哪种函数关系去模拟？

（３）如果一名潜水员所能承受的最大水压为７． ８ × １０５ Ｐａ，试问他能否在水下

９０ ｍ处作业？

３． 已知部分鞋子的型号“码”数与鞋子长度“ｃｍ”之间存在一种换算关系如下：

（第 ３ 题）

型号 ／码 ２０ ３６ ４２

长度 ／ ｃｍ １５ ２３ ２６

（１）通过画图、观察，猜想这种换算规律可能用哪种函数

关系去模拟？

（２）设鞋子的“码”数为 ｘ，长度为 ｙ ｃｍ，试写出 ｙ 与 ｘ 之

间的函数表达式；

（３）小明量了一下自己所穿鞋长是 ２４． ５ ｃｍ，那么他穿多大码的鞋？

（第 ４ 题）

４． 观察函数图象，并根据你所获得的信息回答问题：

（１）折线 ＯＡＢ 表示某个实际问题的函数图象，请你给它

配上一个合适的情境；

（２）求出图象所表示的函数表达式，分别指出 ｘ 轴、ｙ 轴

所表示的意义，并注明自变量 ｘ 的取值范围．
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三角形中的边角关系、命题与证明

１３．１ 　 三角形中的边角关系

１３．２ 　 命题与证明

　 　 z{|}~����0���0MN���|，}J

Ka���|0��．

　 　 !"#$%NO75P、OA4QRS、TU,VA

WX．
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１３．１ 三角形中的边角关系
　 　 １． 三角形中边的关系

像图 １３ １ 那样，由不在同一条直线上的三条线段首尾

依次相接所组成的封闭图形叫做三角形．点 Ａ，Ｂ，Ｃ叫做这

个三角形的顶点；线段 ＡＢ，ＢＣ，ＣＡ 叫做这个三角形的边；

∠Ａ，∠Ｂ，∠Ｃ叫做这个三角形的内角，简称三角形的角．

我们把这个三角形记作“△ＡＢＣ”，读作“三角形 ＡＢＣ”．

三角形的三边有时用它所对角的相应小写字母表示：

如边 ＢＣ对着∠Ａ，记作 ａ；边 ＣＡ 记作 ｂ；边 ＡＢ 记作 ｃ．

三角形中，三条边互不相等的三角形叫做不等边三角形

（ｓｃａｌｅｎｅ ｔｒｉａｎｇｌｅ），有两条边相等的三角形叫做等腰三角形
（ｉｓｏｓｃｅｌｅｓ ｔｒｉａｎｇｌｅ）、三条边都相等的三角形叫做等边三角形，

又叫做正三角形（ｅｑｕｉｌａｔｅｒａｌ ｔｒｉａｎｇｌｅ），如图 １３ ２．

等腰三角形中，相等的两边叫做腰，第三边叫做底边．两

腰的夹角叫做顶角，腰与底边的夹角叫做底角．

图　 １３ ２

三角形按边长关系，可分为：

三角形


不等边三角形

等腰三角形（等边三角形是等腰三角形的特例 ）
　

　 　
图　 １３ １

　 　 　 　 　

　 　 三角形按

边长分类，也可

表示为：
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　 　 在一个三角形中，任意两边之和与第三边的大

小关系如何？你判断的根据是什么？

观察图 １３ １ 中的三角形，尽管它的三边长不完全一

样，如果把它的任意两个顶点，例如 Ｂ，Ｃ看作定点，则由“两

点之间的所有连线中，线段最短”，可以得到

ＡＢ ＋ ＡＣ ＞ ＢＣ．

同理，得

ＡＣ ＋ ＢＣ ＞ ＡＢ，ＡＢ ＋ ＢＣ ＞ ＡＣ．

总结以上，得

三角形中任何两边的和大于第三边．

根据不等式性质，不难得到

三角形中任何两边的差小于第三边．

例 １　 等腰三角形中，周长为 １８ ｃｍ．

（１）如果腰长是底边长的 ２ 倍，求各边长；

（２）如果一边长为 ４ ｃｍ，求另两边长．

解　 （１）设等腰三角形的底边长为 ｘ ｃｍ，则腰长为
２ｘ ｃｍ．根据题意，得

ｘ ＋ ２ｘ ＋ ２ｘ ＝ １８．

解方程，得

ｘ ＝ ３． ６．

所以三角形的三边长为 ３． ６ ｃｍ，７． ２ ｃｍ，７． ２ ｃｍ．

（２）若底边长为 ４ ｃｍ，设腰长为 ｘ ｃｍ．根据题意，得
２ｘ ＋ ４ ＝ １８．

解方程，得
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ｘ ＝ ７．

若腰长为 ４ ｃｍ，设底边长为 ｘ ｃｍ．根据题意，得
２ × ４ ＋ ｘ ＝ １８．

解方程，得

ｘ ＝ １０．

由于 ４ ＋ ４ ＜ １０，可知以 ４ ｃｍ 为腰长不能构成周长为
１８ ｃｍ的等腰三角形．

所以，三角形的另两边长都是 ７ ｃｍ．

（第 １ 题）

１． 如图，Ｄ 是△ＡＢＣ 中 ＢＣ 边上一点，连接 ＡＤ，图中有几个三角

形？它们分别是　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ．

２． 判断：用下列长度的三条线段能否组成一个三角形？

（１）１ ｃｍ，２ ｃｍ，３ ｃｍ；　 　 　 　 （２）２ ｃｍ，３ ｃｍ，４ ｃｍ；

（３）４ ｃｍ，５ ｃｍ，６ ｃｍ；　 （４）５ ｃｍ，６ ｃｍ，１０ ｃｍ．

３． 以长 ４ ｃｍ 的线段为底构造一个等腰三角形，这个三角形的腰

长有什么限制？

　 　 ２． 三角形中角的关系

三角形中，三个角都是锐角的三角形叫做锐角三角形

（ａｃｕｔｅ ｔｒｉａｎｇｌｅ）、有一个角是直角的三角形叫做直角三角形
（ｒｉｇｈｔ ｔｒｉａｎｇｌｅ）、有一个角是钝角的三角形叫做钝角三角形
（ｏｂｔｕｓｅ ｔｒｉａｎｇｌｅ），如图 １３ ３．

图　 １３ ３
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直角三角形中夹直角的两边叫做直角边，直角相对的边

叫做斜边，直角三角形 ＡＢＣ可以写成“Ｒｔ△ＡＢＣ”．

三角形按角的大小，可分为：

三角形


直角三角形

 斜三角形


锐角三角形

钝角三角形

在一个三角形中，三个内角之间有什么关系？

在小学，我们曾用折叠（图 １３ ４）、剪拼（图 １３ ５）或用

量角器度量的方法研究过这个问题． 你还记得有什么结

论吗？

图　 １３ ４
　 　 　 　

图　 １３ ５
　 　 　 　 　 　 　 　

　 　 三角形的内角和等于 １８０°．

例 ２　 已知：如图 １３ ６，△ＡＢＣ 中，ＢＤ ⊥ ＡＣ，垂足为
Ｄ．∠ＡＢＤ ＝ ５４°，∠ＤＢＣ ＝ １８°．

求∠Ａ 和∠Ｃ的度数．

解　 因为 ＢＤ⊥ ＡＣ，（已知）

所以 ∠ＡＤＢ ＝ ∠ＣＤＢ ＝ ９０°．

在 △ＡＢＤ中，

∠Ａ ＋∠ＡＢＤ ＋∠ＡＤＢ ＝ １８０°，（三角形的内角和等于
１８０°）

∠ＡＢＤ ＝ ５４°，∠ＡＤＢ ＝ ９０°，（已知）

∠Ａ ＝ １８０° －∠ＡＢＤ －∠ＡＤＢ

＝ １８０° － ５４° － ９０° ＝ ３６°．

在 △ＡＢＣ中，

∠Ｃ ＝ １８０° －∠Ａ －（∠ＡＢＤ ＋∠ＤＢＣ）

＝ １８０° － ３６° －（５４° ＋ １８°）＝ ７２°．

　 　 　 　 　 　 　

　 　 三角形按角

的大小分类，也

可表示为：

　 　 　 　 　 　 　
　 　 本结论将在
１３． ２ 节中给出严

格证明．

图　 １３ ６
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１． 在△ＡＢＣ 中：

（１）已知：∠Ａ ＝ １０５°，∠Ｂ －∠Ｃ ＝ １５°，则 ∠Ｃ ＝ 　 　 　 　 ；

（２）已知：∠Ａ ∶ ∠Ｂ ∶ ∠Ｃ ＝ ３ ∶ ４ ∶ ５，则 ∠Ｃ ＝ 　 　 　 　 ．

２． 已知：如图，∠ＡＣＢ ＝ ９０°，ＣＤ ⊥ ＡＢ，垂足是 Ｄ．

（１）写出图中所有相等的角；

（２）写出图中所有直角三角形，并指出它们的斜边．

（第 ２ 题）
　 　 　 　 　 　 　

（第 ３ 题）

３． 已知：如图，在△ＡＢＣ 中，ＡＤ⊥ ＢＣ，垂足是 Ｄ，∠Ｂ ＝ ７０°，∠ＢＡＣ ＝ ４６°． 求∠ＣＡＤ

的度数．

４． 在一个三角形中，最多只可能有一个直角或钝角，为什么？

　 　 ３． 三角形中几条重要线段

三角形中，三条边、三个角是它的基本元素．此外，三角
形还有如下一些重要元素．

角平分线（ａｎｇｕｌａｒ ｂｉｓｅｃｔｏｒ）　 三角形中，一个角的平分
线与这个角对边相交，顶点与交点之间的线段叫做三角形的

角平分线．如图 １３ ７，△ＡＢＣ中，∠１ ＝ ∠２，线段 ＡＤ 就是
△ＡＢＣ的一条角平分线．

中线（ｍｅｄｉａｎ）　 三角形中，连接一个顶点与它对边中
点的线段叫做三角形的中线．如图 １３ ８，△ＡＢＣ 中，点 Ｅ 是
ＢＣ的中点，线段 ＡＥ 就是△ＡＢＣ的一条中线．

高线（ａｌｔｉｔｕｄｅ）　 从三角形的一个顶点到它对边所在直
线的垂线段叫做三角形的高线，也叫做三角形的高．

图　 １３ ７

图　 １３ ８
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１ 分别画出图 １３ ９ 中各个三角形三条边上

的高．

图　 １３ ９

２ 任意画一个三角形，画出三边上的中线． 再

任意画一个三角形，画出三角形三个角的平分线．

３ 一个三角形中共有几条角平分线，它们是否

交于一点？同样，各有几条中线、几条高，它们是否

各交于一点？

上面操作中，三角形三条中线交于一点，这个交点就是

三角形的重心．

本节中说明三角形、三角形角平分线意义的语句：“不

在同一条直线上的三条线段首尾依次相接所组成的封闭图

形叫做三角形”“三角形中，一个角的平分线与这个角对边

相交，顶点与交点之间的线段叫做三角形的角平分线”，分别

是三角形、三角形角平分线的定义．七年级我们已经学过许

多定义，如“整数和分数统称有理数”是有理数的定义．前两

个定义揭示了对象的特征性质，后一个定义明确所指对象的

范围．像这样能明确界定某个对象含义的语句叫做定义．今

后我们还会学习许多定义．

　 　 　 　 　 　 　

　 　 锐 角 三 角

形、直角三角形、

钝角三角形中的

三条高所在直线

的交点各在什么

地方？
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（第 ２ 题）

１． 填空：

（１）如果 ＡＤ 是△ＡＢＣ 的高，那么∠ＢＤＡ ＝　 　 　 　 ；

（２）如果 ＢＥ 是△ＡＢＣ 的角平分线，那么∠ＡＢＥ ＝∠　 　 　 ＝ １２ ∠
　 　 　 　 ；

（３）如果 ＣＭ 是△ＡＢＣ 的中线，那么△ＡＣＭ 的面积 　 　 　 　

△ＢＣＭ 的面积（填“＜”“＞”或“＝”）．

２． 如图，△ＡＢＣ 中，ＡＢ ＝ ＡＣ，画出底边 ＢＣ 上的中线、高和顶角

∠Ａ 的平分线，你发现这三条线段有什么关系？

３． 判断下列各图中，ＡＤ 是不是△ＡＢＣ 中 ＢＣ 边上的高？如果不是，

请你画出△ＡＢＣ 中 ＢＣ 边上的高．

（第 ３ 题）

４． 列举本章学过的定义．

习题 １３． １　

１． 填空：

（１）已知：等腰三角形的一条边长为 ３ ｃｍ，另一条边长为 ５ ｃｍ，则它的周长是

　 　 　 　 ｃｍ；

（２）已知：等腰三角形的一条边长为 ２ ｃｍ，另一条边长为 ５ ｃｍ，则它的周长是

　 　 　 　 ｃｍ．
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２． △ＡＢＣ 满足下列条件时，它是锐角三角形、直角三角形还是钝角三角形？

（１）∠Ａ ＝ ∠Ｂ ＝ ∠Ｃ；

（２）∠Ａ ＋∠Ｂ ＝ ∠Ｃ；

（３）∠Ａ ＝ ∠Ｂ ＝ ３０°；　

（４）∠Ａ ＝ １２ ∠
Ｂ ＝ １

３ ∠
Ｃ．

３． 填空：

（１）已知：△ＡＢＣ 中，∠Ｂ ＋∠Ｃ ＝ ２∠Ａ，∠Ｂ ∶ ∠Ａ ＝ ５ ∶ ３，则 ∠Ａ ＝ 　 　 　 ，

∠Ｃ ＝ 　 　 　 ；

（第 ４ 题）

（２）△ＡＢＣ 中，∠Ｂ ＝ ∠Ｃ ＝ ２∠Ａ，则∠Ｃ ＝　 　 　 ．

４． 已知：如图，ＢＤ 是△ＡＢＣ 的中线． ＡＢ ＝ ５ ｃｍ，ＢＣ ＝ ３ ｃｍ，

那么△ＡＢＤ 与△ＣＢＤ 的周长的差是多少？

５． 在△ＡＢＣ 中，∠Ａ 比∠Ｂ 大 １０°，∠Ｃ 比∠Ａ 大 １０°．求△ＡＢＣ

中各角的度数．

６． 在△ＡＢＣ 中，∠Ａ 的平分线交 ＢＣ 于点 Ｄ，∠Ｂ ＝ ６５°，

∠Ｃ ＝ ５０°． 求∠ＡＤＢ 的度数．

７． 已知：△ＡＢＣ 中，ＡＢ ＝ ５，ＢＣ ＝ ２ａ ＋１，ＡＣ ＝ １２． 求 ａ 的

范围．
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１３．２ 命题与证明
　 　 前面，已经学习了一些几何图形的性质．在认识这些性

质时，使用了观察、操作和实验等方法，并对它们作出一些说

理与解释．

研究几何图形，如果仅限于观察、操作和实验等方法，难

以使人确信结果的正确性，比如上一节研究三角形性质时，

通过折叠、剪拼或度量得到三角形三个内角的和是 １８０°（图
１３ １０ 是剪拼）．

对于上面的结果，如果有同学提出以下疑问：

（１）在剪拼时，发现三个内角难以拼成一个平角，只是

接近 １８０°的某个值；

（２）度量三个角，然后相加，有的接近 １７９°，有的接近
１８１°，不是很准确地都得 １８０°．

如何回答上面的问题呢？

学习几何需要观察和实验，同时也需要学会推理．从这

一章起我们将系统学习用逻辑推理方法对几何中的结论进

行论证．

推理是一种思维活动．人们在思维活动中，常要对事物的
情况作出种种判断．判断是通过语言来表达的，例如：

（１）北京是中华人民共和国的首都；

（２）如果∠１ 与∠２ 是对顶角，那么∠１ ＝∠２；
（３）１ ＋ １ ＜ ２；
（４）如果一个整数的各位上的数字之和是 ３ 的倍数，那

么这个数能被 ３ 整除．

从上面各语句中可以看出，人们对于客观事物情况的判

断可能是正确的，也可能是错误的．上述语句（１）（２）（４）是

　 　 　
图　 １３ １０
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正确的判断，（３）是错误的判断．

像这样，对某一事件作出正确或不正确判断的语句（或

式子）叫做命题（ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ）． 上面判断性语句（１）（２）（４）

都是正确的命题，我们称之为真命题（ｔｒｕｅ ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ）；

（３）是错误的命题，我们称之为假命题（ｆａｌｓｅ ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ）．

如果一个语句没有对某一事件的正确与否作出任何判

断，那么它就不是命题．例如：

（１）你的作业做完了吗？

（２）欢迎前来参观！

（３）以点 Ｏ为圆心、３ ｃｍ 长为半径画弧．

数学命题通常由题设和结论两部分组成，命题常写成

“如果……那么……”的形式．

以“如果……那么……”为关联词的命题的一般形式是

“如果 ｐ，那么 ｑ”，或者说成“若 ｐ，则 ｑ”，其中 ｐ 是这个命题

的条件（或题设），ｑ 是这个命题的结论（或题断）．有时为了

叙述简便，也可以省略关联词“如果”“那么”．如命题“如果

两个角是对顶角，那么这两个角相等”可以写成“对顶角

相等”．

将命题“如果 ｐ，那么 ｑ”中的条件与结论互换，便得到

一个新命题“如果 ｑ，那么 ｐ”，我们把这样的两个命题称为互

逆命题，其中一个叫做原命题，另一个就叫做原命题的逆

命题．

当一个命题是真命题时，它的逆命题不一定是真命题．

例如“如果∠１ 与∠２ 是对顶角，那么∠１ ＝∠２”是真命题，但

它的逆命题“如果∠１ ＝∠２，那么∠１ 与∠２ 是对顶角”却是

假命题．怎样说明这个命题是假的呢？只要举出一个例子即

可．如图 １３ １１，画出一个角的平分线后，可得∠１ ＝∠２，显

然，这里∠１ 与∠２ 不是对顶角．

像这种符合命题条件，但不满足命题结论的例子，我们

称之为反例（ｃｏｕｎｔｅｒ ｅｘａｍｐｌｅ）． 要说明一个命题是假命题，

只要举出一个反例即可．

图　 １３ １１
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例 １　 指出下列命题的条件与结论：
（１）两条直线都平行于同一条直线，这两条直线平行；
（２）如果 ∠Ａ ＝ ∠Ｂ，那么∠Ａ 的补角与∠Ｂ 的补角

相等．

解　 （１）“两条直线都平行于同一条直线”是条件，“两
条直线平行”是结论．

（２）“∠Ａ ＝∠Ｂ”是条件，“∠Ａ 的补角与∠Ｂ 的补角相
等”是结论．

例 ２　 写出下列命题的逆命题，并判断所得逆命题的真
假，如果是假命题，请举一个反例：

（１）内错角相等，两直线平行；
（２）如果 ａ ＝０，那么 ａｂ ＝０．

解　 （１）逆命题是“两直线平行，内错角相等”，是真命题．
（２）逆命题是“如果 ａｂ ＝０，那么 ａ ＝０”，是假命题．

反例，当 ａ ＝１，ｂ ＝０ 时，ａｂ ＝０．

１． 把下列命题改写成“如果 ｐ，那么 ｑ”的形式：

（１）两条直线相交，只有一个交点；

（２）直线 ＡＢ⊥直线 ＣＤ，交点为 Ｏ，有∠ＡＯＣ ＝９０°；

（３）两直线平行，同位角相等；

（４）等角的补角相等．

２． 判断下列命题是真命题还是假命题，如果是假命题，请举一个反例：

（１）若 ｜ ａ ｜ ＝ ｜ ｂ ｜，则 ａ ＝ ｂ；
（２）如果 ａｂ ＞ ０，那么 ａ，ｂ 都是正数；

（３）两条平行线被第三条直线所截，同旁内角互补；

（４）两条直线与第三条直线相交，同位角相等．

３． 写出下列命题的逆命题，并判断它们的真假：

（１）如果 ａ ＝ ｂ，那么 ａ２ ＝ ｂ２；

（２）同位角相等，两直线平行．
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　 　 论证几何，源于希腊数学家欧几里得的《原本》，这部著

作可以说是数学史上第一座理论丰碑，它确立了数学中公理

化的演绎范式．这种范式要求学科中每个真命题必须是在它

之前已建立的一些命题的逻辑结论，而所有推理的原始共同

出发点是一些基本的定义和基本事实．

有些命题，如“对顶角相等”“同角的补角相等”等，是从

基本事实或其他真命题出发，用推理方法判断为正确的，并

被选作判断命题真假的依据． 这样的真命题叫做定理
（ｔｈｅｏｒｅｍ）．

从已知条件出发，依据定义、基本事实、已证定理，并按

照逻辑规则，推导出结论，这一方法称为演绎推理（或演绎

法）．演绎推理的过程，就是演绎证明，简称证明（ｐｒｏｏｆ）．

下面，通过证明“内错角相等，两直线平行”等几个例题

来说明证明的具体步骤．

例 ３　 已知：如图 １３ １２，直线 ｃ 与直线 ａ，ｂ 相交，且

∠１ ＝ ∠２．

求证：ａ∥ ｂ．

证明　 ∵ 　 ∠１ ＝ ∠２，（已知）

又 　 ∵ 　 ∠１ ＝ ∠３，（对顶角相等）

∴ 　 ∠２ ＝ ∠３．（等量代换）

∴ 　 ａ ∥ ｂ．（同位角相等，两直线平行）

在下列各题的括号内，填上推理的依据：

１． 已知：如图，点 Ｂ，Ａ，Ｅ 在一条直线上，∠１ ＝ ∠Ｂ．

求证：∠Ｃ ＝ ∠２．

图　 １３ １２

　 　 符号“∵ ”读作
“因为”，符号“∴ ”

读作“所以”．
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　 证明 　 ∵ 　 ∠１ ＝ ∠Ｂ，（　 　 　 　 　 　 ）

∴ 　 ＡＤ ∥ ＢＣ．（　 　 　 　 　 　 ）

∴ 　 ∠Ｃ ＝ ∠２．（　 　 　 　 　 　 ）

（第 １ 题）
　 　 　 　

（第 ２ 题）

２． 已知：如图，∠１ ＝ ∠２．

求证：ＡＢ ∥ ＣＤ．

证明 　 ∵ 　 ∠１ ＝ ∠２，（　 　 　 　 　 　 ）

又 　 ∵ 　 ∠２ ＝ ∠３，（　 　 　 　 　 　 ）

∴ 　 ∠１ ＝ ∠３．（　 　 　 　 　 　 ）

∴ 　 ＡＢ ∥ ＣＤ．（　 　 　 　 　 　 ）

　 　 例 ４　 已知：如图 １３ １３，∠ＡＯＢ ＋∠ＢＯＣ ＝ １８０°，ＯＥ

平分 ∠ＡＯＢ，ＯＦ 平分 ∠ＢＯＣ．

求证：ＯＥ ⊥ ＯＦ．

分析：要证明 ＯＥ⊥ＯＦ，只要计算出∠１ ＋∠２ ＝ ９０°就
可以了．

证明　 ∵ 　 ＯＥ平分∠ＡＯＢ，ＯＦ平分∠ＢＯＣ，（已知）

∴ 　 ∠１ ＝ １２∠
ＡＯＢ，∠２ ＝ １２∠

ＢＯＣ．（角平分

线的定义）

又 　 ∵ 　 ∠ＡＯＢ ＋∠ＢＯＣ ＝ １８０°，（已知）

∴ 　 ∠１ ＋∠２ ＝ １２
（∠ＡＯＢ ＋∠ＢＯＣ）

＝ ９０°．（等式性质）
∴ 　 ＯＥ ⊥ ＯＦ．（垂直的定义）

　
图　 １３ １３
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（第 １ 题）

（第 ２ 题）

补充完成下列两题的证明，并填上推理的依据．

１． 已知：如图，ＡＢ ∥ ＤＣ，ＡＤ ∥ ＢＣ．

求证：∠Ａ ＝ ∠Ｃ．

证明 　 ∵ 　 ＡＢ ∥ ＤＣ，（　 　 　 　 　 　 ）

∴ 　 ∠Ａ ＋∠Ｄ ＝ １８０°．（　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ）

∵ 　 ＡＤ ∥ ＢＣ，（　 　 　 　 　 　 ）

∴ 　 ∠Ｃ ＋∠Ｄ ＝ １８０°．（　 　 　 　 　 　 ）

∴ 　 ∠Ａ ＋∠Ｄ ＝ ∠Ｃ ＋∠Ｄ．（　 　 　 　 　 　 ）

∴ 　 ∠Ａ ＝ ∠Ｃ．（　 　 　 　 　 　 ）

２． 已知：如图，ＤＣ ∥ ＡＢ，ＤＦ 平分 ∠ＣＤＢ，ＢＥ 平分 ∠ＡＢＤ．

求证：∠１ ＝ ∠２．

证明 　 ∵ 　 ＤＣ ∥ ＡＢ，（　 　 　 　 　 　 ）

∴ 　 ∠ＡＢＤ ＝ ∠ＣＤＢ．（　 　 　 　 　 　 ）

又 　 ∵ 　 ＤＦ 平分 ∠ＣＤＢ，（　 　 　 　 　 　 ）

ＢＥ 平分 ∠ＡＢＤ，（　 　 　 　 　 　 ）

　 　 　 ∴ 　 ∠１ ＝ １２ ∠
　 　 　 　 ，（　 　 　 　 　 　 ）

∠２ ＝ １２ ∠
　 　 　 　 ．（　 　 　 　 　 　 ）

∴ 　 ∠１ ＝ ∠２．（　 　 　 　 　 　 ）

　 　 在证明命题时，要分清命题的条件和结论，如果问题与图

形有关，首先，根据条件画出图形，并在图形上标出有关字母与

符号；再结合图形，写出已知、求证；然后，分析因果关系，找出

证明途径；最后有条理地写出证明过程．

下面，就来证明三角形内角和定理：

三角形的内角和等于 １８０°．

已知：△ＡＢＣ，如图 １３ １４．

求证：∠Ａ ＋∠Ｂ ＋∠Ｃ ＝ １８０°．

　 　 　 　 　 　

　 　 有些几何题

目，已经画好了

图形，写出了已

知、求证，这时只

要 写 出 证 明

过程．
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分析：以前我们通过剪拼将三角形的三个内角拼成了

一个平角，这不是证明，但它却给我们以启发．现在我们通过

作图来实现这种转化，给出证明．

证明　 如图 １３ １４，延长 ＢＣ 到 Ｄ，以点 Ｃ 为顶点、ＣＤ

为一边作 ∠２ ＝ ∠Ｂ，

则 　 ＣＥ ∥ ＢＡ．（同位角相等，两直线平行）

∴ 　 ∠Ａ ＝ ∠１．（两直线平行，内错角相等）

∵ 　 Ｂ，Ｃ，Ｄ在同一条直线上，（所作）

∴ 　 ∠１ ＋∠２ ＋∠ＡＣＢ ＝ １８０°，

∴ 　 ∠Ａ ＋∠Ｂ ＋∠ＡＣＢ

＝ ∠１ ＋∠２ ＋∠ＡＣＢ

＝ １８０°．

在上面的证明过程中，为了证明的需要，在原来图形上

添画的线（如 ＣＤ，ＣＥ）叫做辅助线．

如果三角形中一个角是 ９０°，根据三角形内角和定理，

另两个角的和应为 ９０°，于是得

推论 １　 直角三角形的两锐角互余．

像这样，由基本事实、定理直接得出的真命题叫做推论

（ｉｎｆｅｒｅｎｃｅ）．

根据三角形内角和定理，还可以得到

推论 ２　 有两个角互余的三角形是直角三角形．

（第 １ 题）

１． 补充完成下列证明，并填上推理的依据：

已知：如图，△ＡＢＣ．

求证：∠Ａ ＋∠Ｂ ＋∠Ｃ ＝ １８０°．

证明 　 过点 Ａ 作 ＤＥ ∥ ＢＣ，

则 　 ∠ＤＡＢ ＝ 　 　 　 　 ，（　 　 　 　 　 　 ）

∠ＥＡＣ ＝ 　 　 　 　 ．（　 　 　 　 　 　 ）

图　 １３ １４

　 　 　 　 　
　 　 辅 助 线 通

常画成虚线．
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（第 ２ 题）

　 ∵ 　 ∠ＤＡＢ ＋∠ＢＡＣ ＋∠ＥＡＣ ＝ 　 　 　 　 ，（所作）

∴ 　 ∠Ｂ ＋∠ＢＡＣ ＋∠Ｃ ＝ 　 　 ＋ 　 　 ＋ 　 　 （　 　 　 ）

＝ １８０°．（　 　 　 　 　 　 ）

２． 补充完成下列证明：

已知：如图，△ＡＢＣ．

求证：∠Ａ ＋∠Ｂ ＋∠Ｃ ＝ １８０°．

证明 　 Ｄ 是 ＢＣ 边上一点，过点 Ｄ 作 ＤＥ ∥ ＡＢ，ＤＦ ∥ ＡＣ，

分别交 ＡＣ，ＡＢ 于点 Ｅ，Ｆ．

∵ 　 ＤＥ ∥ ＡＢ，（所作）

　 　 在上面证明三角形内角和定理时，曾经如图 １３ １５

那样把△ＡＢＣ 的一边 ＢＣ 延长至点 Ｄ，得到∠ＡＣＤ． 像这

样由三角形的一边与另一边的延长线组成的角，叫做三角

形的外角（ｅｘｔｅｒｉｏｒ ａｎｇｌｅ）．

　 　 在图 １３ １５ 中，△ＡＢＣ 的外角∠ＡＣＤ 与它不

相邻的内角∠Ａ，∠Ｂ 有怎样的关系？尝试给出证

明，并与同学交流．

　 　 推论 ３ 　 三角形的外角等于与它不相邻的两个内角

的和．

推论 ４ 　 三角形的外角大于与它不相邻的任何一个

内角．

图　 １３ １５
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例 ５　 已知：如图 １３ １６，∠１，∠２，∠３ 是△ＡＢＣ的三

个外角．

求证：∠１ ＋∠２ ＋∠３ ＝ ３６０°．

证明　 ∵ 　 ∠１ ＝ ∠ＡＢＣ ＋∠ＡＣＢ，

∠２ ＝ ∠ＢＡＣ ＋∠ＡＣＢ，

∠３ ＝ ∠ＢＡＣ ＋∠ＡＢＣ，

（三角形的一个外角等于与它不相邻的两个内角的和）

∴ 　 ∠１ ＋∠２ ＋∠３ ＝ ２（∠ＡＢＣ ＋∠ＡＣＢ ＋∠ＢＡＣ）．（等

式性质）

∵ 　 ∠ＡＢＣ ＋∠ＡＣＢ ＋∠ＢＡＣ ＝ １８０°，（三角形内角和

定理）

∴ 　 ∠１ ＋∠２ ＋∠３ ＝ ３６０°．

１． 填空：

（１）如图，∠ＡＢＣ ＝　 　 　 　 ，∠１ ＝ 　 　 　 　 ；

（２）在直角三角形中，与直角相邻的外角的度数是　 　 　 　 ．

［第 １（１）题］
　 　 　 　 　 　

（第 ２ 题）

２． 如图，Ｐ 是△ＡＢＣ 内任一点，连接 ＢＰ 并延长交 ＡＣ 于点 Ｄ，连接 ＣＰ，用不等号“＞”或

“＜”表示∠Ａ，∠１，∠２ 的大小关系，并说明理由．

图　 １３ １６
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习题 １３． ２　

１． 指出下列命题的条件与结论：

（１）两条平行线被第三条直线所截，内错角相等；

（２）直角三角形的两个锐角互余；

（３）两条直线相交，只有一个交点；

（４）两条直线都垂直于同一条直线，这两条直线平行．

２． 判断下列命题是真命题还是假命题．如果是假命题，请举出一个反例：

（１）不等式的两边都乘以同一个数，不等号的方向不变；

（２）互为补角的两个角的平分线互相垂直；

（３）平行于同一条直线的两条直线平行；

（４）若 ａ ＞ ｂ，则 １ａ
＞ １
ｂ
．

３． 写出下列命题的逆命题，并判断所得逆命题的真假：

（１）如果两个数互为相反数，那么它们的和为零；

（２）两个角的和等于平角时，这两个角互为补角．

４． 要证明一个命题是假命题，一般用什么办法？你能举出例子吗？

５． 证明下列各题：

（１）已知：如图（１），∠Ａ ＋∠Ｂ ＝ １８０°．

求证：∠Ｃ ＋∠Ｄ ＝ １８０°．

（２）已知：如图（２），ＡＢ ⊥ ＣＤ．求证：∠１ ＝ ∠２．

（第 ５ 题）

６． 已知：如图，ＡＢ ∥ ＤＣ，∠ＢＡＤ ＝ ∠ＢＣＤ．

求证：ＡＤ ∥ ＢＣ．
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（第 ６ 题）
　 　 　 　 　 　

（第 ７ 题）

７． 已知：如图，ＡＢ ∥ Ａ′Ｂ′，ＢＣ ∥ Ｂ′Ｃ′，ＢＣ 交 Ａ′Ｂ′于点 Ｄ．

求证：∠Ｂ ＝ ∠Ｂ′．

８． 已知：如图，ＡＢ ∥ Ａ′Ｂ′，ＢＣ ∥ Ｂ′Ｃ′，Ｂ′Ｃ′交 ＡＢ 于点 Ｄ．

求证：∠Ｂ ＋∠Ｂ′ ＝ １８０°．

（第 ８ 题）
　 　 　 　 　 　 　 　

（第 ９ 题）

９． 已知：如图，Ｄ 是△ＡＢＣ 内一点．

求证：∠ＢＤＣ ＞ ∠Ａ．

用《几何画板》验证三角形外角和

通过下面的操作，我们来了解用《几何画板》求三角形外角

和的方法．

１． 打开《几何画板》，选择“多边形边工具”画一个三角形
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（图 １３ １７），选择“文字工具”，将此三角形的三个顶点分别记

为 Ａ，Ｂ，Ｃ（图 １３ １８）．

图　 １３ １７
　

图　 １３ １８

２． 依次选择点 Ａ，Ｂ，在标题栏中点击“构造”，在下拉菜单

中点击“射线”． 同理，依次选择点 Ｂ，Ｃ 和点 Ｃ，Ａ 作射线

（图 １３ １９）．

图　 １３ １９

３． 选择“点工具”，分别在射线 ＡＢ，ＢＣ，ＣＡ 上取点 Ｄ，Ｅ，Ｆ

（图 １３ ２０）．

图　 １３ ２０
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４． 依次选择点 Ｆ，Ａ，Ｂ，在“度量”菜单下点击“角度”（图

１３ ２１），得∠ＦＡＢ 的度数． 同法得到∠ＤＢＣ，∠ＥＣＡ 的度数

（图 １３ ２２）．

　
图　 １３ ２１

　
图　 １３ ２２

５． 从“数据”菜单中选择“计算”，在“新建计算”对话框中，

从“数值”子菜单中选中第一个角，点“＋”号；选中第二个角，点

“＋”号；选中第三个角（图 １３ ２３）．

图　 １３ ２３

６． 在计数器的对话框中，点击“确定”得到△ＡＢＣ 的外角

和（图 １３ ２４）．

图　 １３ ２４
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７． 选中△ＡＢＣ 任一边拖动，观察△ＡＢＣ 外角和的变化情

况（图 １３ ２５）．

图　 １３ ２５

一、内容整理

　 　

二、主要知识回顾

１ 三角形中边角关系：

（１）三角形中，任一边　 　 　 其余两边和，　 　 　 其余两边差；

（２）三角形三内角和等于　 　 　 　 ．



８９　　　
　 小结·评价

２ 用自己的语言叙述命题、基本事实和定理的意义．

３ 命题有真假之分．要说明一个命题是假命题，只要 　 　 　 　 　 　 　 　

就可以了；而要说明一个命题是真命题，必须　 　 　 　 　 　 　 　 ．

４ 用自己的语言说说证明的基本步骤．

５ 推理与论证是数学学习的重要内容，要学会有条理地思考与表达．要

逐步体会证明的必要性，理解证明的基本过程，掌握直接证明的格式．请举例

说明证明的必要性．

６ 由三角形内角和定理可以推出三角形外角与内角的关系：

（１）　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ；

（２）　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ．

三、自评与互评

１ 一个三角形的角平分线、中线和高各有几条？它们的交点位置与三角

形的形状有关系吗？

２ 基本事实与定理都是真命题，都可以作为证明其他命题的依据．它们

之间的区别是什么？

３ 一个命题是真命题，那么它的逆命题也一定是真命题吗？举例说明．

如果一个定理的逆命题是真命题，那么这个逆命题就叫做原定理的逆定

理．整理一下你学过的定理，看看哪些存在逆定理，写成书面材料，在班里

交流．

１． 判断下列命题是真命题还是假命题：

（１）三角形的三条高所在直线一定相交于三角形内． （　 　 ）

（２）三角形三个内角中至少有两个是锐角． （　 　 ）

２． 写出下列命题的逆命题，并判断原命题和它的逆命题是真命题还是假命题．

（１）对顶角相等；

（２）一个数能被 ４ 整除，这个数也能被 ２ 整除．
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３． 填空：

（１）有 ４ 条线段的长度分别是 ３ ｃｍ，７ ｃｍ，９ ｃｍ 和 １１ ｃｍ，选择其中能组成三角

形的三条线段作三角形，共可作　 　 　 个不同的三角形；

（２）三角形中，已知两边长为 ４ ｃｍ 和 ８ ｃｍ，还有一边与前面两边中的一边长相

等，这个三角形周长是　 　 　 ｃｍ；

（３）如果三角形的一个外角等于 １４０°，且 ∠Ｂ ＝ ∠Ｃ，那么∠Ａ ＝　 　 　 　 ．

（第 ５ 题）

４． 已知三角形两边长分别为 ４ 和 ５，第三边长为正整数． 求第三

边长．

５． 已知：如图，△ＡＢＣ 中，∠Ａ ＝ ６４°．

（１）若△ＡＢＣ 的两个外角平分线 ＢＰ，ＣＰ 交于点 Ｐ，求∠Ｐ 的度

数；

（２）如果 ＢＰ，ＣＰ 分别是∠Ｂ，∠Ｃ 两内角平分线，求∠Ｐ 的度数；

（３）如果 ＢＰ，ＣＰ 中一个是内角平分线，另一个是外角平分线，

求∠Ｐ 的度数．

６． 已知：如图，△ＡＢＣ 中，∠ＡＢＣ ＝ ６６°，∠ＡＣＢ ＝ ５４°，ＢＥ，ＣＦ 是两边 ＡＣ，ＡＢ 上

的高，它们交于点 Ｈ．求∠ＡＢＥ，∠ＡＣＦ 和∠ＢＨＣ 的度数．

（第 ６ 题）
　 　 　 　 　 　 　

（第 ７ 题）

７． 已知：如图，∠Ａ ＝ ３３°，∠ＡＢＣ ＝ ８３°，∠Ｃ ＝ ３０°． 求∠ＡＤＣ 的度数．

８． 已知：如图，ＡＢ 与 ＣＤ 相交于点 Ｏ，∠１ ＝∠Ｃ，∠２ ＝∠Ｄ．

求证：ＡＣ ∥ ＤＢ．

（第 ８ 题）
　 　 　 　 　 　 　

（第 ９ 题）

９． 已知：如图，△ＡＢＣ 中，ＡＤ 平分∠ＢＡＣ，ＡＥ⊥ＢＣ，垂足为 Ｅ． ∠Ｂ ＝３８°，∠Ｃ ＝

７０°．求∠ＤＡＥ 的度数．
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１０． 已知：如图，在△ＡＢＣ 中，若∠Ａ ＝ ５０°，∠Ｃ ＝ ６０°，ＢＤ平分∠ＡＢＣ，ＤＥ∥ ＢＣ，

ＤＥ 交 ＡＢ 于点 Ｅ．求 ∠ＢＤＥ 与 ∠ＢＤＣ 的度数．

（第 １０ 题）
　 　 　 　 　 　 　 　

（第 １１ 题）

１１． 已知：如图，△ＡＢＣ 中，∠ＡＣＢ ＝ ９０°，ＣＤ为 ＡＢ边上的高，ＢＥ平分∠ＡＢＣ，且分

（第 １２ 题）

别交 ＣＤ，ＡＣ 于点 Ｆ，Ｅ．

求证：∠ＣＦＥ ＝ ∠ＣＥＦ．

１２． 已知：如图，△ＡＢＣ 中，∠Ｂ ＝ ∠Ｃ，ＡＤ 平分外角 ∠ＥＡＣ．

求证：ＡＤ ∥ ＢＣ．

１． 已知：如图，直线 ａ，ｂ，ｃ 在同一平面内，ａ ∥ ｃ，ｂ ∥ ｃ．

求证：ａ ∥ ｂ．

（第 １ 题）
　 　 　 　 　

（第 ２ 题）

２． 已知：如图，直线 ａ，ｂ，ｃ 在同一平面内，ａ ⊥ ｃ，ｂ ⊥ ｃ．

求证：ａ ∥ ｂ．
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３． 已知：ＡＢ ∥ ＣＤ．

（１）点 Ｅ 在 ＡＢ 与 ＣＤ 之间，如图（１），问∠Ａ，∠Ｃ 与∠Ｅ 有什么关系？

（２）点 Ｅ 在 ＡＢ 与 ＣＤ 之间，如图（２），问∠Ａ，∠Ｃ 与∠Ｅ 又有什么关系？

（３）点 Ｅ 在 ＡＢ 与 ＣＤ 之外［图（３）］呢？

（第 ３ 题）

４． （１）已知：图（１）是五角星形．求 ∠Ａ ＋∠Ｂ ＋∠Ｃ ＋∠Ｄ ＋∠Ｅ 的度数；

（２）已知：图（２）是七角星形．求∠Ａ ＋∠Ｂ ＋∠Ｃ ＋∠Ｄ ＋∠Ｅ ＋∠Ｆ ＋∠Ｇ的度数．

（第 ４ 题）
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全等三角形

１４．１ 　 全等三角形

１４．２ 　 三角形全等的

判定

　 　 �Dz{|0�-���}�&MN�L&0�+
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１４．１ 全等三角形
　 　 如图 １４ １，按同一底版印制的两枚邮票，它们的形状相

同、大小一样．

图　 １４ １

像图 １４ ２ 那样，把△ＡＢＣ 叠到△ＤＥＦ 上，两个三角形

能够完全重合，表明它们的形状和大小一样．

图　 １４ ２

能够完全重合的两个图形，叫做全等形（ｃｏｎｇｒｕｅｎｔ
ｆｉｇｕｒｅｓ）．

全等三角形（ｃｏｎｇｒｕｅｎｔ ｔｒｉａｎｇｌｅｓ）中互相重合的边叫做
对应边（图 １４ ２）．显然，全等三角形的对应边相等，即

ＡＢ ＝ ＤＥ，ＢＣ ＝ ＥＦ，ＣＡ ＝ ＦＤ．

全等三角形中互相重合的角叫做对应角．显然，全等三
角形的对应角相等，即

∠Ａ ＝ ∠Ｄ，∠Ｂ ＝ ∠Ｅ，∠Ｃ ＝ ∠Ｆ．

全等三角形中互相重合的顶点叫做对应顶点，如点 Ａ

和点 Ｄ，点 Ｂ 和点 Ｅ，点 Ｃ和点 Ｆ．
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记两个三角形全等时，通常把表示对应顶点的字母写在

对应的位置上，如△ＡＢＣ 和△ＤＥＦ 全等，记作 △ＡＢＣ

△ＤＥＦ，读作“△ＡＢＣ全等于△ＤＥＦ”．

１． 已知：如图，△ＡＢＣ △ＣＥＤ，∠Ｂ 与∠ＤＥＣ 是对应角，ＢＣ 与 ＥＤ 是对应边． 说出另

外两组对应角和对应边．

（第 １ 题）
　 　 　 　 　

（第 ２ 题）

２． 图中两个三角形全等，其中 Ｂ 和 Ｄ 是对应顶点，ＡＢ 和 ＣＤ 是对应边．请按对应顶点的

对应顺序写出表示这两个三角形全等的式子；写出这两个全等三角形的对应边和对

应角．

习题 １４． １　

（第 ２ 题）

１． 回答下列问题：

（１）什么样的两个三角形叫做全等三角形？

（２）全等三角形有哪些性质？

２． 已知：如图，△ＡＢＤ △ＡＣＥ，∠Ｂ ＝∠Ｃ，指出其他

的对应角和对应边；又知 △ＯＢＥ △ＯＣＤ，指出这

一对全等三角形中所有的对应角与对应边．
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３． 已知：如图，△ＡＢＣ △ＢＡＤ，ＢＣ ＝ ＡＤ，指出其他的对应边与对应角；又知

△ＯＡＣ △ＯＢＤ，指出这一对全等三角形中所有的对应边与对应角．

（第 ３ 题）
　 　 　 　 　

（第 ４ 题）

４． 已知：如图，△ＡＢＣ △ＥＢＤ，ＡＢ ＝ ＥＢ，那么 ＡＣ ＝ 　 　 　 　 ，∠ 　 　 　 　 ＝

∠ＡＢＥ．



９７　　　
　 １４ ． ２　 三角形全等的判定

１４．２ 三角形全等的判定

三角形有六个基本元素（三条边和三个角），只

给定其中的一个元素或两个元素，能够确定一个三

角形的形状和大小吗？通过画图，说明你的判断．

１ 只给定一个元素：

（１）一条边长为 ４ ｃｍ；

（２）一个角为 ４５°．

２ 只给定两个元素：

（１）两条边长分别为 ４ ｃｍ，５ ｃｍ；

（２）一条边长为 ４ ｃｍ，一个角为 ４５°；

（３）两个角分别为 ４５°，６０°．

通过上述操作，我们发现只给定三角形的一个或两个元

素，不能完全确定一个三角形的形状、大小，那么还需增加什

么条件才行呢？

　 　 １ 如图 １４ ３，把圆规平放在桌面上，在圆规的

两脚上各取一点 Ａ，Ｃ，自由转动其一个脚，△ＡＢＣ的 图　 １４ ３
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形状、大小随之改变．那么还需增加什么条件才可以

确定△ＡＢＣ的形状、大小呢？

图　 １４ ４

２ 如图 １４ ５，把两块三角尺的一条直角边放在

同一条直线 ｌ上，其中∠Ｂ，∠Ｃ已知，并记两块三角尺

斜边的交点为 Ａ．沿着直线 ｌ分别向左右移动两个三角

尺，△ＡＢＣ的大小随之改变，这直观地说明一个三角

形，只知道两个角，这个三角形是不确定的．那么还需

增加什么条件才可以使△ＡＢＣ确定呢？

由上可知，确定一个三角形的形状、大小至少需要有三

个元素．确定三角形的形状、大小的条件能否作为判定三角

形全等的条件呢？

下面，我们利用尺规作图作出三角形，来研究两个三角

形全等的条件．

　 　 １． 两边及其夹角分别相等的两个三角形

已知：△ＡＢＣ［图 １４ ６（１）］．

求作：△Ａ′Ｂ′Ｃ′，使 Ａ′Ｂ′ ＝ ＡＢ，∠Ｂ′ ＝∠Ｂ，Ｂ′Ｃ′ ＝ ＢＣ．

作法：

（１）作∠ＭＢ′Ｎ ＝∠Ｂ；

（２）在 Ｂ′Ｍ上截取 Ｂ′Ａ′ ＝ＢＡ，在 Ｂ′Ｎ上截取 Ｂ′Ｃ′ ＝ＢＣ；

（３）连接 Ａ′Ｃ′．

则△Ａ′Ｂ′Ｃ′［图 １４ ６（２）］就是所求作的三角形．

　
图　 １４ ５
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图　 １４ ６

将所作的△Ａ′Ｂ′Ｃ′与△ＡＢＣ叠一叠，看看它们能否完全

重合？由此你能得到什么结论？

判定两个三角形全等的第 １ 种方法是如下的基本事实．

两边及其夹角分别相等的两个三角形全等．简记为“边
角边”或“ＳＡＳ”（Ｓ 表示边，Ａ 表示角）．

例 １　 已知：如图 １４ ７，ＡＤ∥ ＣＢ，ＡＤ ＝ ＣＢ．

求证：△ＡＤＣ △ＣＢＡ．

证明 　 ∵ 　 ＡＤ∥ ＣＢ，（已知）

∴ 　 ∠ＤＡＣ ＝ ∠ＢＣＡ．（两直线平行，内错角相等）

在 △ＡＤＣ和 △ＣＢＡ 中，

∵ 　
ＡＤ ＝ ＣＢ，（已知）

∠ＤＡＣ ＝ ∠ＢＣＡ，（已证）

ＡＣ ＝ ＣＡ，（公共边
{

）

∴ 　 △ＡＤＣ △ＣＢＡ．（ＳＡＳ）

例 ２　 如图 １４ ８，在湖泊的岸边有 Ａ，Ｂ 两点，难以直

接量出 Ａ，Ｂ 两点间的距离．你能设计一种量出 Ａ，Ｂ 两点之

间距离的方案吗？说明你这样设计的理由．

解　 在岸上取可以直接到达 Ａ，Ｂ 的一点 Ｃ，连接 ＡＣ，

延长 ＡＣ到点 Ａ′，使 Ａ′Ｃ ＝ ＡＣ；连接 ＢＣ，并延长 ＢＣ到点 Ｂ′，

使 Ｂ′Ｃ ＝ ＢＣ． 连接 Ａ′Ｂ′，量出 Ａ′Ｂ′的长度，就是 Ａ，Ｂ 两点间

距离． 　 　

　
图　 １４ ７
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图　 １４ ８

理由：在△ＡＢＣ与△Ａ′Ｂ′Ｃ中，

∵ 　
ＡＣ ＝ Ａ′Ｃ，（已知）

∠ＡＣＢ ＝ ∠Ａ′ＣＢ′，（对顶角相等）

ＢＣ ＝ Ｂ′Ｃ，（已知
{

）

∴ 　 △ＡＢＣ △Ａ′Ｂ′Ｃ．（ＳＡＳ）

∴ 　 Ａ′Ｂ′ ＝ＡＢ．（全等三角形对应边相等）

（第 １ 题）

１． 已知：如图，ＡＢ ＝ ＡＣ，ＡＤ ＝ ＡＥ．

求证：△ＡＢＥ △ＡＣＤ．

２． 已知：如图，ＡＣ 和 ＢＤ 相交于点 Ｏ，ＯＡ ＝ ＯＣ，ＯＢ ＝ ＯＤ．

求证：ＤＣ ∥ ＡＢ．

　 　 　 　 　 　
（第 ２ 题）

　 　 　 　 　 　 　 　
（第 ３ 题）

３． 已知：如图，ＡＢ ＝ ＤＢ，ＣＢ ＝ ＥＢ，∠１ ＝ ∠２．

求证：∠Ａ ＝ ∠Ｄ．
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　 　 ２ 两角及其夹边分别相等的两个三角形

已知：△ＡＢＣ［图 １４ ９（１）］．

图　 １４ ９

求作：△Ａ′Ｂ′Ｃ′，使∠Ｂ′ ＝∠Ｂ，Ｂ′Ｃ′ ＝ＢＣ，∠Ｃ′ ＝∠Ｃ．

作法：

（１）作线段 Ｂ′Ｃ′ ＝ＢＣ；

（２）在 Ｂ′ Ｃ′ 的 同 旁，分 别 以 Ｂ′，Ｃ′ 为 顶 点 作

∠ＭＢ′Ｃ′ ＝∠ＡＢＣ，∠ＮＣ′Ｂ′ ＝ ∠Ｃ，Ｂ′Ｍ与 Ｃ′Ｎ交于点 Ａ′．

则△Ａ′Ｂ′Ｃ′［图 １４ ９（２）］就是所求作的三角形．

将所作的△Ａ′Ｂ′Ｃ′与△ＡＢＣ叠一叠，看看它们能否完全

重合？由此你能得到什么结论？

判定两个三角形全等的第 ２ 种方法是如下的基本事实．

两角及其夹边分别相等的两个三角形全等．简记为“角

边角”或“ＡＳＡ”．

例 ３　 已知：如图 １４ １０，∠１ ＝ ∠２，∠３ ＝ ∠４．

求证：ＤＢ ＝ ＣＢ．

证明　 ∵ 　 ∠ＡＢＤ与 ∠３ 互为邻补角，

∠ＡＢＣ与 ∠４ 互为邻补角，（已知）

又 　 　 ∵ 　 ∠３ ＝ ∠４，（已知）

∴ 　 ∠ＡＢＤ ＝ ∠ＡＢＣ．（等角的补角相等） 图　 １４ １０
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在 △ＡＤＢ 与 △ＡＣＢ 中，

　 　 　 　 　 　 　 　 ∵ 　
∠１ ＝ ∠２，（已知）

ＡＢ ＝ ＡＢ，（公共边）

∠ＡＢＤ ＝ ∠ＡＢＣ，（已证
{

）

∴ 　 △ＡＤＢ △ＡＣＢ．（ＡＳＡ）

∴ 　 ＤＢ ＝ ＣＢ．（全等三角形的对应边相等）

例 ４　 已知：如图 １４ １１，要测量河两岸相对的两点 Ａ，Ｂ

之间的距离，可以在 ＡＢ的垂线 ＢＦ上取两点 Ｃ，Ｄ（ＢＦ在河岸

上），使 ＢＣ ＝ＣＤ，再过点 Ｄ作 ＢＦ的垂线 ＤＥ，使点 Ａ，Ｃ，Ｅ在

一条直线上，这时测得 ＤＥ的长等于 ＡＢ的长，请说明道理．

证明　 ∵ 　 ＡＢ ⊥ ＢＤ，ＥＤ⊥ ＢＤ，（已知）

∴ 　 ∠ＡＢＣ ＝ ∠ＥＤＣ ＝ ９０°．（垂直的定义）

在 △ＡＢＣ和 △ＥＤＣ中，

　 　 ∵
∠ＡＢＣ ＝ ∠ＥＤＣ，（已证）

ＢＣ ＝ ＣＤ，（已知）

∠ＡＣＢ ＝ ∠ＥＣＤ，（对顶角相等
{

）

　 　 ∴ 　 △ＡＢＣ △ＥＤＣ．（ＡＳＡ）

∴ 　 ＡＢ ＝ ＤＥ．（全等三角形的对应边相等）

１． 已知：如图，∠１ ＝ ∠２，∠ＡＢＣ ＝ ∠ＤＣＢ．

求证：△ＡＢＣ △ＤＣＢ．

（第 １ 题）
　 　 　 　 　 　

（第 ２ 题）

２． 已知：如图，∠ＢＡＤ ＝ ∠ＣＡＤ，ＡＤ ⊥ ＢＣ，点 Ｄ 为垂足．

图　 １４ １１



１０３　　
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　 求证：△ＡＢＤ △ＡＣＤ．

３． 两个直角三角形中，斜边和一个锐角分别对应相等．求证这两个三角形全等．

　 　 ３ 三边分别相等的两个三角形

已知：△ＡＢＣ［图 １４ １２（１）］．

图　 １４ １２

求作：△Ａ′Ｂ′Ｃ′，使 Ａ′Ｂ′ ＝ ＡＢ，Ｂ′Ｃ′ ＝ ＢＣ，Ｃ′Ａ′ ＝

ＣＡ．

作法：

（１）作线段 Ｂ′Ｃ′ ＝ＢＣ；

（２）分别以点 Ｂ′，Ｃ′为圆心，ＢＡ，ＣＡ 的长为半径画弧，

两弧相交于点 Ａ′；

（３）连接 Ａ′Ｂ′，Ａ′Ｃ′．

则△Ａ′Ｂ′Ｃ′［图 １４ １２（２）］就是所求作的三角形．

判定两个三角形全等的第 ３ 种方法是如下的基本事实．

三边分别相等的两个三角形全等．简记为“边边边”或
“ＳＳＳ”．

上面的结论说明，只要三角形三边的长度确定了，这个

三角形的形状和大小就完全确定，这个性质叫做三角形的稳

定性．日常生活中，常会看到应用三角形稳定性的例子，如斜

拉桥上的三角形结构、自行车的三角形车架；又如在预制的

　 　 　 　 　
　 　 △ＡＢＣ 与

△Ａ′ Ｂ′ Ｃ′全 等

吗？
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木门框（或木窗框）上加两根木条［图 １４ １３（１）］、晃动了的

椅子腿与坐板间钉一根木条［图 １４ １３（２）］构成三角形，以

防门框变形、椅子摇晃． 　 　

图　 １４ １３

例 ５　 已知：如图 １４ １４，点 Ｂ，Ｅ，Ｃ，Ｆ 在同一直线上，

ＡＢ ＝ ＤＥ，ＡＣ ＝ ＤＦ，ＢＥ ＝ ＣＦ．求证：ＡＢ∥ ＤＥ，ＡＣ∥ ＤＦ．

图　 １４ １４

证明　 ∵ 　 ＢＥ ＝ ＣＦ，（已知）
∴ 　 ＢＥ ＋ ＥＣ ＝ ＣＦ ＋ ＥＣ，（等式的性质）

即 　 ＢＣ ＝ ＥＦ．

在 △ＡＢＣ和 △ＤＥＦ 中，

　 　 　 ∵ 　
ＡＢ ＝ ＤＥ，（已知）
ＡＣ ＝ ＤＦ，（已知）
ＢＣ ＝ ＥＦ，（已证

{
）

∴ 　 △ＡＢＣ △ＤＥＦ．（ＳＳＳ）
∴ 　 ∠Ｂ ＝ ∠ＤＥＦ，∠ＡＣＢ ＝ ∠Ｆ．（全等三角

形的对应角相等）

∴ 　 ＡＢ∥ ＤＥ，ＡＣ∥ ＤＦ．（同位角相等，两直线
平行）



１０５　　
　 １４ ． ２　 三角形全等的判定

（第 １ 题）

（第 ３ 题）

１． 在下列图中找出全等三角形．

２． 你能举出身边运用三角形稳定性的实例吗？和同学交流．

３． 已知：如图，在△ＡＢＣ 中，ＡＢ ＝ ＡＣ． 点 Ｄ，Ｅ 在 ＢＣ 上，且

ＡＤ ＝ ＡＥ，ＢＥ ＝ ＣＤ．求证：△ＡＢＤ △ＡＣＥ．

　 　 ４． 其他判定两个三角形全等的条件

　 　 我们知道，ＳＡＳ，ＡＳＡ，ＳＳＳ 都可以作为判定两个

三角形全等的条件．其实，在三角形的六个基本元素
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中选择三个元素对应相等，除了可以配成 ＳＡＳ，ＡＳＡ，

ＳＳＳ 外，还可以配成：ＡＡＡ，ＳＳＡ，ＡＡＳ．

想一想，满足下面三组条件中任一组的两个三

角形，即

（１）三个角分别相等；

（２）两边和其中一边的对角分别相等；

（３）两角和其中一角的对边分别相等．

能判定这两个三角形全等吗？

上述“探究”中的命题（１）（２），它们是不成立的．这很容

易举出反例．如边长不等的两个等边三角形三个角都是 ６０°，

但这两个等边三角形不全等．

又如图 １４ １５ 中的△ＡＢＣ 与△ＡＢＤ 满足条件 ＡＢ ＝

ＡＢ，ＡＣ ＝ ＡＤ，∠ＡＢＣ ＝ ∠ＡＢＤ，但它们也不全等．

对于（３），由三角形内角和等于 １８０°，可以推得这两个

三角形的第三个角也分别相等，这样 ＡＡＳ 就可以转化成
ＡＳＡ，从而可以判定这样的两个三角形全等．

定理　 两角分别相等且其中一组等角的对边相等的两

个三角形全等．简记为“角角边”或“ＡＡＳ”．

由上可知，判定两个三角形全等的依据，有 ＳＡＳ，ＡＳＡ，

ＡＡＳ和 ＳＳＳ 四种．

例 ６　 已知：如图 １４ １６，点 Ｂ，Ｆ，Ｃ，Ｄ在一条直线上，

ＡＢ ＝ ＥＤ，ＡＢ∥ ＥＤ，ＡＣ∥ ＥＦ．求证：△ＡＢＣ △ＥＤＦ．

证明　 ∵ 　 ＡＢ ∥ ＥＤ，ＡＣ∥ ＥＦ，（已知）

∴ 　 ∠Ｂ ＝ ∠Ｄ，∠ＡＣＢ ＝ ∠ＥＦＤ． （两直线平

行，内错角相等）

在 △ＡＢＣ与 △ＥＤＦ 中，

图　 １４ １５
　

图　 １４ １６
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　 　 　 ∵ 　
∠Ｂ ＝ ∠Ｄ，（已证）

∠ＡＣＢ ＝ ∠ＥＦＤ，（已证）
ＡＢ ＝ ＥＤ，（已知

{
）

∴ 　 △ＡＢＣ △ＥＤＦ．（ＡＡＳ）

（第 １ 题）

１． 分别写出下列两题中符合已知条件的全等三角形，并说明全等的依据 ． 　 　 　

（１）已知：如图，点 Ｃ 在 ＢＤ 上，∠Ｂ ＝ ∠Ｄ ＝ ９０°，且 ＡＢ ＝ ＣＤ，∠１ ＝ ∠Ｅ；

（２）已知：如图，ＡＢ ＝ ＤＢ，ＢＣ ＝ ＢＥ，∠ＡＢＣ ＝ ∠ＤＢＥ．

２． 如果要使△ＡＢＣ 和△ＤＥＦ 全等，在下列各种情况下还要添加哪些条件？

（１）ＡＢ ＝ ＤＥ，∠Ｂ ＝ ∠Ｅ；

（２）∠Ａ ＝ ∠Ｄ，∠Ｃ ＝ ∠Ｆ．

３． 回忆在本套教科书七年级上册 ４． ６ 节中如何用尺规作一个角等于已知角．请证明作法

的正确性．

　 　 ５． 两个直角三角形全等的判定

判定两个直角三角形全等，除了根据上面一般三角形的

判定方法外，有没有特定的方法？

已知：Ｒｔ△ＡＢＣ，其中∠Ｃ为直角［图 １４ １７（１）］．

求作：Ｒｔ△Ａ′Ｂ′Ｃ′，使∠Ｃ′为直角，Ａ′Ｃ′ ＝ ＡＣ，Ａ′Ｂ′ ＝ ＡＢ．
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图　 １４ １７

作法：

（１）作∠ＭＣ′Ｎ ＝∠Ｃ ＝９０°；

（２）在 Ｃ′Ｍ上截取 Ｃ′Ａ′ ＝ＣＡ；

（３）以 Ａ′为圆心、ＡＢ 长为半径画弧，交 Ｃ′Ｎ于点 Ｂ′；

（４）连接 Ａ′Ｂ′．

则 Ｒｔ△Ａ′Ｂ′Ｃ′［图 １４ １７（２）］就是所求作的直角三

角形．

将画好的 Ｒｔ△Ａ′Ｂ′Ｃ′与 Ｒｔ△ＡＢＣ 叠一叠，看看它们能

否完全重合？由此你能得到什么结论？

判定两个直角三角形全等的另一种方法是：

定理　 斜边和一条直角边分别相等的两个直角三角形

全等．简记为“斜边、直角边”或“ＨＬ”．

例 ７ 　 已知：如图 １４ １８，∠ＢＡＣ ＝ ∠ＣＤＢ ＝ ９０°，

ＡＣ ＝ ＤＢ． 求证：ＡＢ ＝ ＤＣ．

证明　 ∵ 　 ∠ＢＡＣ ＝ ∠ＣＤＢ ＝ ９０°，（已知）

∴ 　 △ＢＡＣ，△ＣＤＢ 都是直角三角形．

又 　 ∵ 　 ＡＣ ＝ ＤＢ，（已知）

ＢＣ ＝ ＣＢ，（公共边）

∴ 　 Ｒｔ△ＡＢＣ Ｒｔ△ＤＣＢ．（ＨＬ）

∴ 　 ＡＢ ＝ ＤＣ．（全等三角形的对应边相等）

　 　 　 　 　 　 　

　 　 本定理将在
１５． ３ 节中给出证

明．

图　 １４ １８
　 　



１０９　　
　 １４ ． ２　 三角形全等的判定

１． 已知：如图，ＡＣ ⊥ ＢＤ 于点 Ｏ，且 ＯＡ ＝ ＯＣ，ＡＢ ＝ ＣＤ．

求证：ＡＢ ∥ ＤＣ．

（第 １ 题）
　 　

（第 ２ 题）
　 　 　

（第 ３ 题）

２． 已知：如图，Ｐ 为∠ＡＯＢ 内一点，ＰＤ ⊥ ＯＡ，ＰＥ⊥ ＯＢ，垂足分别为点 Ｄ，Ｅ，且 ＰＤ ＝

ＰＥ． 猜想∠ＡＯＰ 与∠ＢＯＰ 有什么关系？试说明理由．

３． 已知：如图，在△ＡＢＣ 中，高 ＡＤ，ＢＥ 相交于点 Ｈ，当满足什么条件时，△ＢＤＨ

△ＡＤＣ？

　 　 例 ８　 已知：如图 １４ １９，ＡＢ ＝ ＣＤ，ＢＣ ＝ ＤＡ，Ｅ，Ｆ
是 ＡＣ上的两点，且 ＡＥ ＝ ＣＦ．求证：ＢＦ ＝ ＤＥ．

证明　 在 △ＡＢＣ和 △ＣＤＡ 中，

∵ 　
ＡＢ ＝ ＣＤ，（已知）

ＢＣ ＝ ＤＡ，（已知）

ＣＡ ＝ ＡＣ，（公共边
{

）

∴ 　 △ＡＢＣ △ＣＤＡ．（ＳＳＳ）
∴ 　 ∠１ ＝ ∠２．（全等三角形的对应角相等）

在 △ＢＣＦ 与 △ＤＡＥ 中，

∵ 　
ＢＣ ＝ ＤＡ，（已知）

∠１ ＝ ∠２，（已证）

ＣＦ ＝ ＡＥ，（已知
{

）

∴ 　 △ＢＣＦ △ＤＡＥ．（ＳＡＳ）
∴ 　 ＢＦ ＝ ＤＥ．（全等三角形的对应边相等）

　
图　 １４ １９
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例 ９　 证明：全等三角形对应边上的高相等．

已知：如图 １４ ２０，△ＡＢＣ △Ａ′Ｂ′Ｃ′． ＡＤ，Ａ′Ｄ′分别

是 △ＡＢＣ和 △Ａ′Ｂ′Ｃ′的高．求证：ＡＤ ＝ Ａ′Ｄ′．

图　 １４ ２０

证明　 ∵ 　 △ＡＢＣ △Ａ′Ｂ′Ｃ′，（已知）

∴ 　 ＡＢ ＝ Ａ′Ｂ′，∠Ｂ ＝ ∠Ｂ′．（全等三角形的对

应边相等、对应角相等）

　 　 　 ∵ 　 ＡＤ，Ａ′Ｄ′分别是△ＡＢＣ，△Ａ′Ｂ′Ｃ′的高，

∴ 　 ∠ＡＤＢ ＝ ∠Ａ′Ｄ′Ｂ′ ＝ ９０°．（垂直的定义）

在 △ＡＢＤ与 △Ａ′Ｂ′Ｄ′中，

　 　 　 ∵ 　
∠Ｂ ＝ ∠Ｂ′，（已证）

∠ＡＤＢ ＝ ∠Ａ′Ｄ′Ｂ′，（已证）

ＡＢ ＝ Ａ′Ｂ′，（已证
{

）

∴ 　 △ＡＢＤ △Ａ′Ｂ′Ｄ′．（ＡＡＳ）

∴ 　 ＡＤ ＝ Ａ′Ｄ′．（全等三角形的对应边相等）

１． 已知：如图，ＡＢ∥ＣＤ，ＡＢ ＝ ＣＤ，ＡＤ 与 ＢＣ 交于点 Ｏ，ＥＦ 过点 Ｏ，分别交 ＡＢ，ＣＤ 于

点 Ｅ、点 Ｆ．求证：ＯＥ ＝ ＯＦ．

（第 １ 题）
　 　 　 　 　 　 　 　 　

（第 ２ 题）

　 　 　 　 　 　 　

　 　 本题还有更

简便的证法，你

想过吗？
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２． 已知：如图，ＡＢ ＝ ＡＤ，ＡＣ ＝ ＡＥ，∠ＢＡＥ ＝ ∠ＤＡＣ．

（１）求证：△ＡＢＣ △ＡＤＥ；

（２）ＢＭ ＝ ＤＮ 成立吗？为什么？

３． 求证：两个全等三角形对应边上的中线相等．

４． 求证：两个全等三角形对应角的平分线相等．

习题 １４． ２　

１． （１）已知：如图（１），△ＡＢＥ △ＡＣＦ，ＡＢ ＝ ＡＣ ＝ ５，ＡＥ ＝ ２，求 ＢＦ 的长度；

（２）已知：如图（２），△ＡＢＯ △ＣＤＯ，∠ＢＡＯ ＝ ８５°，∠ＡＯＢ ＝ ６０°，求∠ＣＤＯ

的度数．

（第 １ 题）

２． 已知：如图，点 Ｃ 是 ＡＢ 的中点，ＣＤ∥ ＢＥ，且 ＣＤ ＝ ＢＥ．求证：△ＡＣＤ △ＣＢＥ．

（第 ２ 题）
　 　 　 　

（第 ３ 题）

３． 已知：如图，Ｄ 是△ＡＢＣ 边 ＡＢ 上一点，Ｅ 是 ＡＣ 中点，点 Ｆ 在线段 ＤＥ 的延长线

上，且 ＥＦ ＝ ＤＥ． 求证：ＣＦ ∥ ＡＤ，ＣＦ ＝ ＡＤ．
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４． 已知：如图，点 Ｅ，Ａ，Ｃ 在同一条直线上，ＡＢ ∥ ＣＤ，ＡＢ ＝ ＣＥ，ＡＣ ＝ ＣＤ．求证：

ＢＣ ＝ ＥＤ．

（第 ４ 题）
　 　 　 　 　

（第 ５ 题）

５． 已知：如图，∠１ ＝ ∠２，∠Ｃ ＝ ∠Ｄ．求证：ＡＣ ＝ ＡＤ．

６． 如图，假设有一块较大的三角形玻璃摔成了两半，需要去玻璃店重新配置，不量尺

寸，试问是否要将两块碎片都带去还是只选带一块？选哪一块，为什么？

（第 ６ 题）
　 　 　 　

（第 ７ 题）

７． 已知：如图，点 Ａ，Ｃ，Ｂ，Ｄ 在同一条直线上，ＢＥ∥ ＤＦ，∠Ａ ＝ ∠Ｆ，ＡＢ ＝ ＦＤ．求

证：ＡＥ ＝ ＦＣ．

８． 工人师傅常用角尺平分一个任意角，做法如图：∠ＡＯＢ 是一个任意角，在边 ＯＡ，

ＯＢ 上分别取 ＯＭ ＝ＯＮ，移动角尺，使角尺两边相同的刻度分别与 Ｍ，Ｎ 重合．过

角尺顶点 Ｐ 的射线 ＯＰ 便是∠ＡＯＢ 的平分线，试说明这种做法的理由．

（第 ８ 题）
　 　 　 　 　 　

（第 ９ 题）

９． 已知：如图，∠ＢＤＡ ＝∠ＣＤＡ，还要具备什么条件，就能使△ＡＤＢ 与△ＡＤＣ 全等？
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１０． 已知：如图，ＡＢ ＝ ＣＤ，ＤＥ⊥ ＡＣ，ＢＦ⊥ ＡＣ，点 Ｅ，Ｆ是垂足，ＤＥ ＝ ＢＦ．求证：

（１）ＡＥ ＝ ＣＦ；　 　 （２）ＡＢ ∥ ＤＣ．

（第 １０ 题）
　 　 　 　 　 　 　

（第 １１ 题）

（第 １２ 题）

１１． 已知：如图，ＡＣ，ＤＢ 相交于点 Ｏ，ＡＢ ＝ ＤＣ，ＡＣ ＝

ＤＢ．求证：ＯＡ ＝ ＯＤ．

１２． 已知：如图，ＡＢ，ＣＤ 相交于点 Ｏ，ＡＣ ∥ ＤＢ，ＯＣ ＝

ＯＤ，Ｅ，Ｆ为 ＡＢ上两点，且ＡＥ ＝ ＢＦ． 求证：ＣＥ ＝ ＤＦ．

一、内容整理

二、主要知识回顾

１ 全等三角形判定方法有：
ＳＡＳ，　 　 　 　 ，　 　 　 　 ，　 　 　 　 ．

２ 两个直角三角形全等的特定判定方法有：　 　 　 ．

三、自评与互评

如何判定两个三角形全等？在本章学习中，你解决问题时，有根据道理、

步步有据的说理体验吗？与同学谈谈自己的体会．
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１． 判断正误：

（１）两边分别相等且其中一组等边所对的角相等的两个三角形全等． （　 　 ）

（２）两边分别相等的两个直角三角形全等． （　 　 ）

（３）一个锐角和一条直角边分别相等的两个直角三角形全等． （　 　 ）

２． 已知：如图，∠ＡＢＣ ＝ ∠ＡＣＢ，ＢＤ，ＣＥ 分别是∠ＡＢＣ，∠ＡＣＢ 的平分线．

求证：ＢＤ ＝ ＣＥ．

（第 ２ 题）
　 　 　 　 　 　 　

（第 ３ 题）

３． 已知：如图，ＡＢ ＝ ＡＣ，ＤＢ ＝ ＤＣ，Ｆ 是 ＡＤ 延长线上的一点．

求证：∠ＢＦＡ ＝ ∠ＣＦＡ．

４． 已知：如图，在直角三角形 ＡＢＣ 中，∠ＡＢＣ ＝ ９０°，点Ｄ在 ＢＣ的延长线上，且 ＢＤ ＝

ＡＢ，过点 Ｂ 作 ＢＥ ⊥ ＡＣ，与 ＢＤ 的垂线 ＤＥ 交于点 Ｅ．求证：△ＡＢＣ △ＢＤＥ．

（第 ４ 题）
　 　 　 　 　

（第 ５ 题）

５． 已知：如图，在 Ｒｔ△ＡＢＣ 中，∠ＡＣＢ ＝ ９０°，ＢＣ ＝ ２ ｃｍ，ＣＤ⊥ ＡＢ，在 ＡＣ上取一点

Ｅ，使 ＥＣ ＝ ＢＣ，过点 Ｅ 作 ＥＦ ⊥ ＡＣ，交 ＣＤ 的延长线于点 Ｆ，若 ＥＦ ＝ ５ ｃｍ，求 ＡＥ

的长度．
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６． 已知：如图，在△ＡＢＤ 和△ＣＢＥ 中，ＡＤ 与 ＢＥ 交于点 Ｆ，ＣＥ 与 ＢＤ 交于点 Ｇ，

ＡＢ ＝ ＣＢ，∠ＡＦＢ ＝ ∠ＣＧＢ，∠ＡＢＥ ＝ ∠ＣＢＤ．求证：ＡＤ ＝ ＣＥ．

（第 ６ 题）
　 　 　 　 　 　 　 　 　

（第 ７ 题）
　

７． 已知：如图，ＡＢ ＝ ＡＤ，ＣＢ ＝ ＣＤ．求证：∠Ｂ ＝ ∠Ｄ．

８． 已知：如图，ＡＢ ＝ ＤＣ，ＡＤ ＝ ＢＣ．求证：

（１）ＡＢ ∥ ＤＣ，ＡＤ ∥ ＢＣ；

（２）∠Ａ ＝ ∠Ｃ，∠Ｂ ＝ ∠Ｄ．

（第 ８ 题）
　 　 　 　 　 　 　 　

（第 ９ 题）

（第 １０ 题）

９． 如图，在雨伞的截面图中，伞骨 ＡＢ ＝ ＡＣ，支撑杆ＯＥ ＝

ＯＦ，ＡＥ ＝ １
３
ＡＢ，ＡＦ ＝ １

３
ＡＣ． 当点 Ｏ 沿 ＡＤ 滑动时，

雨伞开闭． 问雨伞开闭过程中，∠ＢＡＤ 与∠ＣＡＤ 有什

么关系？说明理由．

（第 １１ 题）

１０． 已知：如图，ＡＤ为△ＡＢＣ 的中线，ＢＥ ⊥ ＡＤ，垂足为点
Ｅ，ＣＦ ⊥ ＡＤ，垂足为点 Ｆ．

求证：ＢＥ ＝ ＣＦ．

１１． 已知：如图，ＡＢ⊥ ＡＣ，且 ＡＢ ＝ ＡＣ，ＡＤ ＝ ＡＥ，ＢＤ ＝ ＣＥ．

试问：ＡＤ 与 ＡＥ 是否垂直？若是，请给出证明；若不是，试

说出理由．
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１２． 已知：如图，在△ＡＢＣ 中，∠ＢＡＣ ＝ ９０°，ＡＢ ＝ ＡＣ，直线 ＭＮ 经过点 Ａ，ＢＤ ⊥

ＭＮ，ＣＥ⊥ＭＮ，垂足分别为点Ｄ，Ｅ．试判断 ＢＤ ＋ＣＥ与ＤＥ的关系，并给出证明．

（第 １２ 题）
　 　 　 　 　 　 　

（第 １３ 题）

１３． 已知：如图，ＡＢ ＝ ＡＣ，ＡＤ ＝ ＡＥ，ＢＤ，ＣＥ 相交于点 Ｏ．

（１）求证：ＯＤ ＝ ＯＥ；

（２）ＡＯ 平分∠ＢＡＣ 吗？为什么？

（第 １ 题）

１． 已知：如图，ＡＢ ＝ ＣＤ，∠Ａ ＝ ∠Ｄ，要使 △ＡＥＣ

△ＤＦＢ，还需增加一个什么条件？说出你增加的条件

及理由．

２． 已知：在△ＡＢＣ 中，ＣＡ ＝ ＣＢ，∠Ｃ ＝ ９０°，Ｄ为 ＡＢ上

任一点，ＡＥ ⊥ ＣＤ，垂足为点 Ｅ，ＢＦ⊥ ＣＤ，垂足为点 Ｆ．

求证：ＥＦ ＝ ｜ ＡＥ － ＢＦ ｜ ．
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轴对称图形与等腰三角形

１５．１ 　 轴对称图形

１５．２ 　 线段的垂直平分线

１５．３ 　 等腰三角形

１５．４ 　 角的平分线

　 　 "#UV&，��./�B���，4h���0�

� 0¡N�，¢£¤�¥、¦�0��§．

　 　 !"9:#$%abc67、de,fg&hd、\

iNO7QO,&hd．
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１５．１ 轴对称图形

人们很欣赏物体的对称美，设计师、艺术家常

利用对称性使作品美观大方（图 １５ １）．

图　 １５ １

在我们的周围存在着许多具有对称性的平面

图　 １５ ２
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图形（图 １５ ２）．

上述这些平面图形的对称性有什么特点呢？

图　 １５ ３

以蜻蜓的图案为例，在它身体

正中间画一条直线 ｌ（图 １５ ３），

以直线 ｌ 为折痕，将图纸折叠，蜻

蜓图中直线 ｌ 一侧的部分与另一

侧的部分能够重合．

如果一个平面图形沿着一条

直线折叠，直线两旁的部分能够完

全重合，那么这个图形叫做轴对称

图形（ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｆｉｇｕｒｅ），这条直线叫做对称轴（ａｘｉｓ ｏｆ

ｓｙｍｍｅｔｒｙ）．

可见，蜻蜓的图案是轴对称图形．雪花、枫叶、祈年殿等

正面平面图也都是轴对称图形．

使用折纸的方法，很容易画出或剪成一个轴对称

图形．如图 １５ ４是制作一片枫叶平面图的过程图．

图　 １５ ４

　 　 　 　 　

　 　 雪花、枫叶、

祈年殿等正面平

面图各有几条对

称轴？
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（第 １ 题）

１． 指出下列图形各有几条对称轴，画出每个图的对称轴．

图形代号 ① ② ③ ④ ⑤ ⑥ ⑦

对称轴条数

（第 ２ 题）

２． 如图是民间双喜图，它是轴对称图形吗？若是，请你尝

试画出它的对称轴． 你能用纸剪一个双喜图吗？试

试看．

图 １５ ５ 中有两对图形，其中的每一对图形，它

们在一条直线（图中画成虚线）的两旁，如果沿着这

条直线折叠，两个图形重合．

图　 １５ ５
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像上述这样（图 １５ ５），平面内两个图形在一条直线的

两旁，如果沿着这条直线折叠，这两个图形能够重合，那么称

这两个图形成轴对称，这条直线就是对称轴．折叠后重合的

两点叫做对应点（也叫对称点）．

一个轴对称图形，如果把它沿对称轴分成两个图形（图

１５ ６），那么这两个图形关于这条轴对称．

图　 １５ ７

　 　 如图 １５ ７，△ＡＢＣ 与△Ａ′Ｂ′Ｃ′，关于直线 ｌ

对称，点 Ａ′，Ｂ′，Ｃ′分别是点 Ａ，Ｂ，Ｃ的对应点．

连接 ＡＡ′，设 ＡＡ′与直线 ｌ交于点 Ｏ１ ．

（１）直线 ｌ与线段 ＡＡ′有怎样的位置关系？

（２）Ｏ１Ａ 与 Ｏ１Ａ′的长度有何关系？

　 　 由于△ＡＢＣ与△Ａ′Ｂ′Ｃ′关于直线 ｌ 对称，将△ＡＢＣ 沿直

线 ｌ折叠后，它与△Ａ′Ｂ′Ｃ′重合，所以有

Ｏ１Ａ ＝ Ｏ１Ａ′，

∠Ｏ２Ｏ１Ａ ＝ ∠Ｏ２Ｏ１Ａ′ ＝ ９０°．

对于其他的对应点，如点 Ｂ 与 Ｂ′，点 Ｃ与 Ｃ′也有同样结

论．即对称轴经过连接对应点的线段的中点，并且垂直于这

条线段．

经过线段的中点并且垂直于这条线段的直线叫做这条

线段的垂直平分线（ｐｅｒｐｅｎｄｉｃｕｌａｒ ｂｉｓｅｃｔｏｒ），又叫做线段的中

垂线．

图　 １５ ６
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一般地，如果两个图形关于某直线对称，那么对称轴是

任何一对对应点所连线段的垂直平分线；反过来，成轴对称

的两个图形中，对应点的连线被对称轴垂直平分．

（第 ２ 题）

（第 ４ 题）

１． 将一张纸片对折，在折痕上选两点 Ａ，Ｂ，从 Ａ 到 Ｂ 任意剪去纸片

的一部分，打开时，你能看到什么样的图案？请试试看．

２． 如图，枫叶平面图是轴对称图形，叶尖 Ａ，Ａ′与对称轴 ｌ 的位置有

什么关系？叶尖 Ｂ，Ｂ′与对称轴 ｌ 的位置存在同样的关系吗？

３． 已知直线 ｌ 和△ＡＢＣ（如图），画△Ａ′Ｂ′Ｃ′，使得它与△ＡＢＣ 关于

直线 ｌ 对称．

（第 ３ 题）

４． 画出下列以 ｌ 为对称轴的轴对称图形．
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　 　 在平面直角坐标系中，如何作出图形的轴对称图呢？下面只介绍以特

殊直线（坐标轴）为对称轴的情形．

如图 １５ ８，在平面直角坐标系中，正方形 ＡＢＣＤ四个顶点的坐标分别为
Ａ（１，１），Ｂ（３，１），Ｃ（３，３），Ｄ（１，３）．

图　 １５ ８

（１）分别作出点 Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ关于 ｘ 轴对称的对应点 Ａ１，Ｂ１，Ｃ１，Ｄ１，

并写出它们的坐标；

（２）分别作出点 Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ关于 ｙ 轴对称的对应点 Ａ２，Ｂ２，Ｃ２，Ｄ２，

并写出它们的坐标．

已知点的坐标 Ａ（１，１） Ｂ（３，１） Ｃ（３，３） Ｄ（１，３）

关于 ｘ 轴对称的点的坐标 Ａ１（　 ，　 ） Ｂ１（　 ，　 ） Ｃ１（　 ，　 ） Ｄ１（　 ，　 ）

关于 ｙ 轴对称的点的坐标 Ａ２（　 ，　 ） Ｂ２（　 ，　 ） Ｃ２（　 ，　 ） Ｄ２（　 ，　 ）

观察上表，指出已知点与它关于 ｘ 轴对称的点的坐标有什么关系？与

它关于 ｙ 轴对称的点的坐标又有什么关系呢？
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　 　 一般地，已知点 Ｐ（ｘ，ｙ），它关于 ｘ 轴对称的点的坐标为
Ｐ１ （　 　 ， 　 　 ），它 关 于 ｙ 轴 对 称 的 点 的 坐 标 为
Ｐ２（　 　 ，　 　 ）．

（第 ２ 题）

１． 分别写出下列各点关于 ｘ 轴、ｙ 轴对称的点的坐标：

Ａ（－２，０），　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ｂ（２，－３），

Ｃ（－４，－２）， Ｄ（－３，２），

Ｅ（０，－１）， Ｆ（２，３）．

２． 作出图中多边形 ＡＢＣＤ 关于 ｘ 轴、ｙ 轴的对称图形．

习题 １５． １　

１． 下列各组中的两个图形是否关于给定的直线对称？为什么？
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（第 １ 题）

２． 下列各图案是我国几家银行的标志，哪些标志是轴对称图形？若是，请你画出它

的所有对称轴．

（第 ２ 题）

３． 在下列各图中适当位置添加小方格，使得到的图形关于虚线成轴对称：

（第 ３ 题）

４． （１）如图，写出四边形 ＡＢＣＤ 的 ４ 个顶点的坐标；

（第 ４ 题）
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　 （２）画出四边形 ＡＢＣＤ 关于 ｙ 轴的对称图形 Ａ１Ｂ１Ｃ１Ｄ１；

（３）写出点 Ａ１，Ｂ１，Ｃ１，Ｄ１ 的坐标．

５． 已知长方形 ＡＢＣＤ 的顶点坐标为 Ａ（２，４），Ｂ（６，４），Ｃ（６，２），Ｄ（２，２）．

（１）在图（１）中画出长方形 ＡＢＣＤ 向下平移 ６ 个单位得到的长方形 Ａ１Ｂ１Ｃ１Ｄ１，写

出点 Ａ１，Ｂ１，Ｃ１，Ｄ１ 的坐标；

（２）在图（２）中画出长方形 ＡＢＣＤ 关于 ｘ 轴对称的长方形 Ａ２Ｂ２Ｃ２Ｄ２，写出点 Ａ２，

Ｂ２，Ｃ２，Ｄ２ 的坐标；

（３）你认为上述两题变换所得的结果是否一样？为什么？

（第 ５ 题）

６． △ＡＢＣ 在平面直角坐标系中的位置如图所示．

（１）作出△ＡＢＣ 关于 ｙ 轴对称的△Ａ１Ｂ１Ｃ１，并写出△Ａ１Ｂ１Ｃ１ 各顶点的坐标；

（第 ６ 题）
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　 （２）将△ＡＢＣ 向右平移 ６ 个单位，作出平移后的△Ａ２Ｂ２Ｃ２，并写出△Ａ２Ｂ２Ｃ２ 各顶

点的坐标；

（３）观察△Ａ１Ｂ１Ｃ１ 和△Ａ２Ｂ２Ｃ２，它们是否关于某直线对称？若是，请在图上画出

这条对称轴．

　 　 １ 用透明纸放在图 １５ ９ 上，照样子描出来，再按对称线

（虚线）折过去，那么，合在一起看它们是什么动物的图形？

图　 １５ ９

２ 京剧的脸谱多数作成轴对称图形，每位同学设计一个只

有半边脸谱的面具，请与同桌同学互相交换，完成另一半，然后

在班上评选出制作优秀的脸谱供大家欣赏．
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１５．２ 线段的垂直平分线
　 　 问题　 怎样作出线段的垂直平分线？

通过折纸可以作出线段的垂直平分线．在半透明纸上画

一条线段 ＡＡ′，折纸，使 Ａ 与 Ａ′重合，得到的折痕 ｌ 是线段
ＡＡ′的垂直平分线（图 １５ １０）．

图　 １５ １０

也可以用刻度尺量出线段的中点，再用三角尺过中点画

垂线的方法作出线段的垂直平分线．

下面介绍用尺规作图，作出线段 ＡＢ 的垂直平分线．

作法：

１ 分别以点 Ａ，Ｂ 为圆心，大于 １２
ＡＢ 长为半径（为什

么？）画弧交于点 Ｅ，Ｆ．

２ 过点 Ｅ，Ｆ 作直线．

则直线 ＥＦ 就是线段 ＡＢ 的垂直平分线（图 １５ １１）．图　 １５ １１



１２９　　
　 １５ ． ２　 线段的垂直平分线

　 　 为什么这样作出的直线 ＥＦ，就是线段 ＡＢ 的垂

直平分线呢？设所作直线 ＥＦ 交 ＡＢ 于点 Ｏ，你能给

出证明吗？

　 　 线段的垂直平分线有如下性质：

定理　 线段垂直平分线上的点到线段两端的距离相等．

已知：如图 １５ １２，直线 ＭＮ经过线段 ＡＢ 的中点 Ｏ，且
ＭＮ⊥ ＡＢ，Ｐ 是 ＭＮ上任意一点．

求证：ＰＡ ＝ ＰＢ．

证明　 ∵ 　 ＭＮ⊥ ＡＢ，（已知）
∴ 　 ∠ＡＯＰ ＝ ∠ＢＯＰ ＝ ９０°．（垂直定义）

在 △ＡＯＰ 与 △ＢＯＰ 中，

∵ 　
ＡＯ ＝ ＢＯ，（已知）

∠ＡＯＰ ＝ ∠ＢＯＰ，（已证）

ＰＯ ＝ ＰＯ，（公共边
{

）

∴ 　 △ＡＯＰ △ＢＯＰ．（ＳＡＳ）

∴ 　 ＰＡ ＝ ＰＢ．（全等三角形的对应边相等）

　 　 你能写出上面定理的逆命题吗？它是真命题

吗？如果是真命题，请给出证明．

　 　 定理 　 到线段两端距离相等的点在线段的垂直平分

线上．

图　 １５ １２

　 　 　 　 　

　 　 如果点Ｐ与

点 Ｏ 重合，那么

直接可得 ＰＡ ＝

ＰＢ．
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例　 已知：如图 １５ １３，△ＡＢＣ的边 ＡＢ，ＡＣ 的垂直平

分线相交于点 Ｐ．

求证：点 Ｐ 在 ＢＣ的垂直平分线上．

证明　 连接 ＰＡ，ＰＢ，ＰＣ．

∵ 　 点 Ｐ在 ＡＢ，ＡＣ的垂直平分线上，（已知）

∴ 　 ＰＡ ＝ ＰＢ，ＰＡ ＝ ＰＣ．（线段垂直平分线上

的点到线段两端的距离相等）

∴ 　 ＰＢ ＝ ＰＣ． （等量代换）

∴ 　 点 Ｐ 在 ＢＣ 的垂直平分线上．（到线段两端

距离相等的点在线段的垂直平分线上）

这个例子说明：三角形三边的垂直平分线相交于一点，

这点到三角形三个顶点的距离相等．

１． 公路 ｌ 同侧的 Ａ，Ｂ两村，共同出资在公路边修建一个停靠站 Ｃ，使停靠站到 Ａ，Ｂ 两村

距离相等．请你确定停靠站 Ｃ的位置．

（第 １ 题）

２． 已知：直线 ｌ 是线段 ＡＢ 的垂直平分线，Ｃ，Ｄ 是 ｌ 上任意两点（除 ＡＢ 的中点外）．

求证：（１）△ＡＢＣ，△ＡＢＤ 是等腰三角形；

（２）∠ＣＡＤ ＝ ∠ＣＢＤ．

３． 已知：Ｃ，Ｄ 是线段 ＡＢ 外的两点，且 ＣＡ ＝ ＣＢ，ＤＡ ＝ ＤＢ． 求证：直线 ＣＤ 垂直平分

线段 ＡＢ．

图　 １５ １３
　



１３１　　
　 １５ ． ２　 线段的垂直平分线

习题 １５． ２　

１． 已知：如图，ｙ 轴垂直平分线段 ＢＣ，点 Ａ 在 ｙ 轴上，点 Ｂ，Ｃ 在 ｘ 轴上．

（１）若点 Ｃ 的坐标为（３，０），则点 Ｂ 的坐标是什么？

（２）若点 Ｂ 的坐标为（ｍ，０），则点 Ｃ 的坐标是什么？

（第 １ 题）
　 　 　 　 　 　

（第 ２ 题）

２． 已知：如图，ＤＥ 是△ＡＢＣ 的边 ＡＢ 的垂直平分线，Ｄ 为垂足，ＤＥ 交 ＡＣ 于点 Ｅ，且

ＡＣ ＝ ８，ＢＣ ＝ ５，则△ＢＥＣ 的周长等于多少？

３． 已知：如图，△ＡＢＣ 的边 ＢＣ 的垂直平分线 ＤＥ 分别与边 ＡＢ，ＢＣ 交于点 Ｄ，Ｅ．求

证：ＡＢ ＞ ＡＣ．

（第 ３ 题）
　 　 　 　 　 　 　 　 　

（第 ４ 题）

４． 已知：如图，ＡＢ ＝ ＣＤ，线段 ＡＣ 的垂直平分线与线段 ＢＤ 的垂直平分线相交于点

Ｅ．求证：∠ＡＢＥ ＝ ∠ＣＤＥ．
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１５．３ 等腰三角形
　 　 等腰三角形是一类特殊的三角形．等腰三角形除具有一
般三角形的性质外，还具有什么样的特殊性质呢？

画一个等腰三角形 ＡＢＣ，如图 １５ １４（１）．把边
ＡＢ 叠合到边 ＡＣ 上，这时点 Ｂ 与点 Ｃ 重合，并出现
折痕 ＡＤ，如图 １５ １４（２）． 观察图形：△ＡＤＢ 与
△ＡＤＣ有什么关系？图中哪些线段或角相等？ＡＤ

与 ＢＣ垂直吗？为什么？

等腰三角形是轴对称图形，底边上的中线所在的直线是

它的对称轴．

由上面的操作，我们可以得到等腰三角形的如下性质：

定理 １　 等腰三角形的两底角相等．简称“等边对等角”．

下面我们来证明定理 １．

已知：如图 １５ １４（１），△ＡＢＣ中，ＡＢ ＝ ＡＣ．
求证：∠Ｂ ＝ ∠Ｃ．
证明　 取 ＢＣ 的中点 Ｄ，连接 ＡＤ．

在 △ＡＢＤ 和△ＡＣＤ 中，

　 　 　 ∵ 　
ＡＢ ＝ ＡＣ，（已知）

ＡＤ ＝ ＡＤ，（公共边）

ＢＤ ＝ ＣＤ，（已作
{

）

图　 １５ １４
　 　



１３３　　
　 １５ ． ３　 等腰三角形

∴ 　 △ＡＢＤ △ＡＣＤ．（ＳＳＳ）

∴ 　 ∠Ｂ ＝ ∠Ｃ．（全等三角形的对应角相等）

由上面的证明可得，ＢＤ ＝ ＤＣ，∠ＢＡＤ ＝ ∠ＣＡＤ，

∠ＡＤＢ ＝ ∠ＡＤＣ ＝ ９０°．

因此有如下的性质：

定理 ２　 等腰三角形顶角的平分线垂直平分底边．

由此可知，等腰三角形的顶角平分线、底边上的中线和

底边上的高“三线合一”．

根据定理 １ 可得：

推论　 等边三角形三个内角相等，每一个内角都等于
６０°．

例 １ 　 已知：如图 １５ １５，在△ＡＢＣ 中，ＡＢ ＝ ＡＣ，

∠ＢＡＣ ＝ １２０°，点 Ｄ，Ｅ 是底边上两点，且 ＢＤ ＝ ＡＤ，

ＣＥ ＝ ＡＥ． 求∠ＤＡＥ 的度数．

解　 ∵ 　 ＡＢ ＝ ＡＣ，（已知）

∴ 　 ∠Ｂ ＝ ∠Ｃ．（等边对等角）

∴ 　 ∠Ｂ ＝ ∠Ｃ ＝ １２
×（１８０° － １２０°）＝ ３０°．

又 　 ∵ 　 ＢＤ ＝ ＡＤ，（已知）

∴ 　 ∠ＢＡＤ ＝ ∠Ｂ ＝ ３０°．（等边对等角）

同理，　 ∠ＣＡＥ ＝ ∠Ｃ ＝ ３０°．

∴ 　 ∠ＤＡＥ ＝ ∠ＢＡＣ －∠ＢＡＤ －∠ＣＡＥ

＝ １２０° － ３０° － ３０°

＝ ６０°．

１． 填空：

（１）等腰直角三角形的每一个锐角的度数是　 　 　 　 ；

（２）如果等腰三角形的底角等于 ４０°，那么它的顶角的度数是　 　 　 　 ；

图　 １５ １５

　 　 　 　 　

　 　 本例中去

掉 ＡＢ ＝ ＡＣ这个

条件，能否求得

∠ＤＡＥ的度数？

本 题 给 你

怎样的启示？
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　 （３）如果等腰三角形有一个内角等于 ８０°，那么这个三角形的最小内角等于　 　 　 　 ．

２． 如图，用一块等腰三角板，在底边中点做一个记号 Ｄ；再从顶点悬下一个铅锤，把这块

等腰三角板的底边放在屋梁上，看铅垂线是不是通过记号 Ｄ，就能检查屋梁是不是水

平．这是为什么？

（第 ２ 题）
　 　 　 　 　 　 　 　 　

（第 ３ 题）

３． 填空：如图，在△ＡＢＣ 中，ＡＢ ＝ ＡＣ．

（１）∵ 　 ＡＤ⊥ＢＣ，∴ 　 ∠　 　 　 　 ＝∠ 　 　 　 　 ，　 　 　 　 ＝ 　 　 　 　 （等腰三角

形底边上的高与　 　 　 　 、　 　 　 　 重合）；

（２）∵ 　 ＡＤ 是中线，∴ 　 　 　 　 　 ⊥　 　 　 　 ，∠　 　 　 　 ＝∠　 　 　 　 （等腰三角

形底边上的中线与　 　 　 　 、　 　 　 　 重合）；

（３）∵ 　 ＡＤ是角平分线，∴ 　 　 　 　 　 ⊥　 　 　 　 ，　 　 　 　 ＝ 　 　 　 　 （等腰三角

形顶角平分线与　 　 　 　 、　 　 　 　 重合）．

　 　 例 ２　 已知：如图 １５ １６，在△ＡＢＣ中，ＡＢ ＝ ＡＣ，点 Ｄ
在 ＡＣ上，且 ＢＤ ＝ ＢＣ ＝ ＡＤ，求∠Ａ 和∠Ｃ的度数．

解　 ∵ 　 ＡＢ ＝ ＡＣ，ＢＤ ＝ ＢＣ ＝ ＡＤ，（已知）
∴ 　 ∠ＡＢＣ ＝ ∠Ｃ ＝ ∠ＢＤＣ，

∠Ａ ＝ ∠ＡＢＤ．（等边对等角）

设 ∠Ａ ＝ ｘ°，

则 　 ∠ＢＤＣ ＝∠Ａ ＋∠ＡＢＤ ＝ ２ｘ°．（三角形的一个外角
等于与它不相邻的两个内角的和）

∵ 　 ∠ＡＢＣ ＝ ∠Ｃ ＝ ∠ＢＤＣ ＝ ２ｘ°，
∴ 　 ｘ ＋ ２ｘ ＋ ２ｘ ＝ １８０． （三 角 形 内 角 和 等

于 １８０°）　 　

解方程，得 　 ｘ ＝ ３６．

图　 １５ １６
　 　 　



１３５　　
　 １５ ． ３　 等腰三角形

∴ 　 ∠Ａ ＝ ３６°，∠Ｃ ＝ ７２°．

例 ３　 求证：斜边和一条直角边分别相等的两个直角三

角形全等．

已知：如图 １５ １７（１），在 Ｒｔ△ＡＢＣ 和 Ｒｔ△Ａ′Ｂ′Ｃ′中，

∠Ｃ ＝ ∠Ｃ′ ＝ ９０°，ＡＢ ＝ Ａ′Ｂ′，ＡＣ ＝ Ａ′Ｃ′．

求证：Ｒｔ△ＡＢＣ Ｒｔ△Ａ′Ｂ′Ｃ′．

图　 １５ １７

证明 　 在平面内移动 Ｒｔ△ＡＢＣ 和 Ｒｔ△Ａ′Ｂ′Ｃ′，使点 Ａ

和点 Ａ′、点 Ｃ 和点 Ｃ′重合，点 Ｂ 和点 Ｂ′在 ＡＣ 的两侧［图
１５ １７（２）］．

　 　 　 ∵ 　 ∠ＢＣＢ′ ＝ ９０° ＋ ９０° ＝ １８０°，（等式性质）

∴ 　 Ｂ，Ｃ，Ｂ′三点在一条直线上．（平角的定义）

在 △ＡＢＢ′中，

∵ 　 ＡＢ ＝ ＡＢ′，（已知）

∴ 　 ∠Ｂ ＝ ∠Ｂ′．（等边对等角）

在 Ｒｔ△ＡＢＣ和 Ｒｔ△Ａ′Ｂ′Ｃ′中，

∵ 　
∠ＡＣＢ ＝ ∠Ａ′Ｃ′Ｂ′，（已知）

∠Ｂ ＝ ∠Ｂ′，（已证）

ＡＢ ＝ Ａ′Ｂ′，（已知
{

）

∴ 　 Ｒｔ△ＡＢＣ Ｒｔ△Ａ′Ｂ′Ｃ′．（ＡＡＳ）

　 　 　 　 　

　 　 本例是 １４． ２

节中已经学过的

判定两个直角三

角形全等的定理

“ＨＬ”的证明．
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１． 已知：如图，Ｄ 是△ＡＢＣ 的边 ＢＣ 上的一点，且 ＡＢ ＝ ＢＤ ＝ ＡＤ ＝ ＤＣ． 求∠Ｂ，∠Ｃ，

∠ＢＡＣ，∠ＤＡＣ 的度数．

（第 １ 题）
　 　 　 　 　 　

（第 ２ 题）

２． 已知：如图，点 Ｄ，Ｅ 在△ＡＢＣ 的底边 ＢＣ 上，ＡＢ ＝ ＡＣ，ＡＤ ＝ ＡＥ．求证：ＢＤ ＝ ＣＥ．

３． 已知：如图，∠ＡＯＢ ＝ １５°，并且 ＯＡ ＝ ＡＢ ＝ ＢＣ ＝ ＣＤ． 求∠１ 的度数．

（第 ３ 题）
　 　 　 　 　 　 　

（第 ４ 题）

４． 已知：如图，ＡＢ ＝ ＡＣ，ＡＢ的垂直平分线 ＥＤ交 ＡＣ于点 Ｄ，∠Ａ ＝ ４０°． 求∠ＤＢＣ 的

度数．

　 　 “等腰三角形两个底角相等”的逆命题是真命题

吗？请与你的同学研究讨论后作出判断．

　 　 定理　 有两个角相等的三角形是等腰三角形．简称



１３７　　
　 １５ ． ３　 等腰三角形

“等角对等边”．

已知：如图 １５ １８，在△ＡＢＣ中，∠Ｂ ＝ ∠Ｃ．

求证：ＡＢ ＝ ＡＣ．

证明　 过点 Ａ 作 ＡＤ⊥ ＢＣ，Ｄ为垂足，

∴ 　 ∠ＡＤＢ ＝ ∠ＡＤＣ ＝ ９０°．（垂直定义）

在 △ＡＤＢ 和 △ＡＤＣ中，

∵ 　
∠Ｂ ＝ ∠Ｃ，（已知）

∠ＡＤＢ ＝ ∠ＡＤＣ，（已证）

ＡＤ ＝ ＡＤ，（公共边
{

）

　 　 　 ∴ 　 △ＡＤＢ △ＡＤＣ．（ＡＡＳ）

∴ 　 ＡＢ ＝ ＡＣ．（全等三角形的对应边相等）

这个定理叫做等腰三角形的判定定理，它是判断一个三

角形是否为等腰三角形的重要依据．

由上述定理可以直接得到：

推论 １　 三个角都相等的三角形是等边三角形．

推论 ２　 有一个角是 ６０°的等腰三角形是等边三角形．

如图 １５ １９，在△ＡＢＣ中，∠Ｃ ＝ ９０°，∠Ａ ＝ ３０°，延长
ＢＣ 到点 Ｄ，使 ＣＤ ＝ ＢＣ． 连接 ＡＤ，则 △ＡＣＤ △ＡＣＢ．

∴ 　 ＡＤ ＝ ＡＢ，∠ＢＡＣ ＝∠ＤＡＣ ＝ ３０°，∠ＢＡＤ ＝ ６０°．由推

论 ２，得 △ＡＢＤ是等边三角形，∴ 　 ＢＤ ＝ ＡＢ．

ＢＣ ＝ １
２
ＢＤ ＝ １

２
ＡＢ．

于是有：

定理　 在直角三角形中，如果一个锐角等于 ３０°，那么

它所对的直角边等于斜边的一半．

例 ４ 　 如图 １５ ２０，一艘船从 Ａ 处出发，以每时
１０ ｎ ｍｉｌｅ（海里）的速度向正北航行，从 Ａ 处测得一礁石 Ｃ

图　 １５ １８

图　 １５ １９

图　 １５ ２０
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在北偏西 ３０°的方向上．如果这艘船上午 ８：００ 从 Ａ 处出发，

１０：００ 到达 Ｂ 处，从 Ｂ 处测得礁石 Ｃ在北偏西 ６０°的方向上．

（１）画出礁石 Ｃ的位置；

（２）求从 Ｂ 处到礁石 Ｃ的距离．

解　 （１）以 Ｂ 为顶点，向北偏西 ６０°作角，这角一边与
ＡＣ交于点 Ｃ，则点 Ｃ为礁石所在地．

（２）∵ 　 ∠ＡＣＢ ＝ ６０° － ３０° ＝ ３０°，（三角形的外角

性质）

又 　 ∵ 　 ∠ＢＡＣ ＝ ３０°，

　 　 ∴ 　 ∠ＢＣＡ ＝ ∠ＢＡＣ．

∴ 　 ＢＣ ＝ ＢＡ．

∵ 　 ＢＡ ＝ １０ ×（１０ － ８）＝ ２０ （ｎ ｍｉｌｅ），

∴ 　 ＢＣ ＝ ２０ （ｎ ｍｉｌｅ）．

即从 Ｂ 处到礁石 Ｃ的距离是 ２０ ｎ ｍｉｌｅ．

１． 已知：如图，ＡＢ 与 ＣＤ 交于点 Ｐ，ＣＰ ＝ ＰＤ，∠Ａ ＝ ４２°，∠ＣＰＢ ＝ １３８°，∠Ｂ ＝ ６９°．

求证：ＡＣ ＝ ＰＢ．

２． 已知：△ＡＢＣ 中，ＡＢ ＝ ＡＣ，ＡＤ平分∠ＢＡＣ交 ＢＣ于点Ｄ，若∠Ｂ ＝ ４５°，ＢＣ ＝ １０ ｃｍ．

求 ＡＤ 的长度．

（第 １ 题）
　 　 　 　 　 　

（第 ３ 题）

３． 已知：如图，△ＡＢＣ 中，∠ＡＣＢ ＝ ９０°，ＣＤ 是斜边上的高，∠Ａ ＝３０°． 求证：ＢＤ ＝

１
４
ＡＢ．
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习题 １５． ３　

１． 已知：Ｐ，Ｑ 是△ＡＢＣ 的边 ＢＣ 上两点，并且 ＢＰ ＝ ＰＱ ＝ＱＣ ＝ ＡＰ ＝ ＡＱ． 求

∠ＢＡＣ 的度数．

（第 １ 题）
　 　 　 　 　 　

（第 ２ 题）

２． 已知：如图，△ＡＢＣ 为等边三角形，点 Ｄ，Ｅ，Ｆ 分别在 ＢＣ，ＣＡ，ＡＢ 上，且 ＡＦ ＝

ＢＤ ＝ ＣＥ．

求证：△ＤＥＦ 是等边三角形．

３． 求证：等腰三角形两个底角平分线的交点到底边两端点的距离相等．

４． 本节的例 ４ 中，这艘船到达 Ｂ 处后继续以原来速度向北航行，中午某时到达 Ｂ１
处，从 Ｂ１ 处测得礁石 Ｃ 在南偏西 ６０°的方向上．

（１）画出此时船的位置；

（２）求从 Ｂ１ 处到礁石 Ｃ 的距离．

５． 已知：如图，ＡＣ ＝ ＤＢ，∠１ ＝ ∠２，ＡＣ 与 ＤＢ 相交于点 Ｏ．

求证：（１）ＡＢ ＝ ＤＣ；

（２）ＯＡ ＝ ＯＤ．

（第 ５ 题）
　 　 　 　 　 　

（第 ６ 题）

６． 已知：如图，ＣＤ 平分∠ＡＣＢ，ＡＥ ∥ ＤＣ，交 ＢＣ 的延长线于点 Ｅ．求证：△ＡＣＥ 是

等腰三角形．
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７． 已知：如图，在△ＡＢＣ 中，ＡＢ ＝ ＡＣ，点 Ｄ，Ｅ 分别在边 ＢＣ，ＡＣ 上，ＡＤ ＝ ＡＥ，若

∠ＢＡＤ ＝ ３０°． 求∠ＥＤＣ 的度数．

（第 ７ 题）
　 　 　 　 　 　 　

（第 ８ 题）

８． 已知：如图，ＡＤ 是△ＡＢＣ 的中线，∠１ ＝ ２∠２． ＣＥ⊥ ＡＤ，ＢＦ⊥ ＡＤ，点 Ｅ，Ｆ为

垂足．求证：ＥＦ ＝ ＢＤ．

（第 １０ 题）

９． 已知：一个等腰三角形的底角等于 １５°，腰长为 ２ａ．求腰上

的高．

１０． 已知：如图，点 Ｅ，Ｆ 分别在等边三角形 ＡＢＣ 的边 ＢＣ，ＣＡ

上，ＢＥ ＝ ＣＦ，ＡＥ 与 ＢＦ 交 于 点 Ｇ． 求 ∠ＡＧＦ 的

度数． 　 　 　 　

１１． 已知：如图，ＡＢ ＝ ＡＥ，∠Ｂ ＝ ∠Ｅ，ＢＣ ＝ ＥＤ，Ｆ是 ＣＤ的

中点．求证：ＡＦ ⊥ ＣＤ．

（第 １１ 题）
　 　 　 　 　 　 　

（第 １２ 题）

１２． 已知：如图，点 Ｃ 为线段 ＡＢ 上一点，△ＡＣＭ 和△ＣＢＮ 是等边三角形，ＡＮ 交 ＣＭ

于点 Ｅ，ＢＭ 交 ＣＮ 于点 Ｆ．

求证：（１）ＣＥ ＝ ＣＦ；

（２）ＥＦ ∥ ＡＢ．
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１５．４ 角的平分线
　 　 问题　 怎样作出角的平分线？

通过折纸可以作出一个角的角平分线．在半透明纸上任

画一个角，请你用折叠的方法，找出角的平分线，如图 １５ ２１．

图　 １５ ２１

角是轴对称图形，角平分线所在的直线是它的对称轴．

也可以用量角器来画一个角的平分线．

下面介绍用尺规作图的方法作出∠ＡＯＢ 的平分线（图

１５ ２２）．

作法：

１ 以 Ｏ为圆心，任意长为半径画弧分别交 ＯＡ，ＯＢ 于

点 Ｍ，Ｎ，如图 １５ ２２（１）．

图　 １５ ２２
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２ 分别以点 Ｍ，Ｎ 为圆心，以大于 １２
ＭＮ 长为半径（为

什么？）在角的内部画弧交于点 Ｐ，如图 １５ ２２（２）．

３ 作射线 ＯＰ，则 ＯＰ 为所要求作的∠ＡＯＢ 的平分线，

如图 １５ ２２（３）．

　 　 １ 根据作图，你能证明所作射线 ＯＰ，就是

∠ＡＯＢ 的平分线吗？

２ 当∠ＡＯＢ 的两边成一直线时（即∠ＡＯＢ ＝

１８０°），你会作这个角的平分线吗？这时的角平分线

与直线 ＡＢ 是什么关系？

　 　 通过上面作图，启发我们可以用尺规完成：“经过一点作

已知直线的垂线．”

由于这一点可能在直线上或直线外，这个作图要分两种

情况：

１ 经过已知直线上的一点作这条直线的垂线．

已知：直线 ＡＢ 和 ＡＢ 上一点 Ｃ［图 １５ ２３（１）］．

求作：ＡＢ 的垂线，使它经过点 Ｃ．

作法：

作平角 ＡＣＢ 的平分线 ＣＦ．

直线 ＣＦ 就是所求作的垂线．

２ 经过已知直线外一点作这条直线的垂线．

已知：直线 ＡＢ 和 ＡＢ 外一点 Ｃ［图 １５ ２３（２）］．

求作：ＡＢ 的垂线，使它经过点 Ｃ．

作法：

（１）任意取一点 Ｋ，使 Ｋ和 Ｃ在 ＡＢ 的两旁；

（２）以点 Ｃ 为圆心，ＣＫ 长为半径作弧，交 ＡＢ 于点 Ｄ图　 １５ ２３
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和 Ｅ；

（３）分别以点 Ｄ和点 Ｅ 为圆心，大于 １２
ＤＥ 的长为半径

作弧，两弧交于点 Ｆ；

（４）作直线 ＣＦ．

直线 ＣＦ 就是所求作的垂线．

　 　 为什么这样作出的直线 ＣＦ 就是所求作的垂线？

你能说说道理吗？

在下面尺规作图中，了解作图道理，保留作图痕迹，不要求写作法．

１． 已知一直角边和斜边作直角三角形．

２． 已知底边及底边上的高作等腰三角形．

图　 １５ ２４

　 　 如图 １５ ２４，ＯＰ 是∠ＡＯＢ 的平分线，Ｐ 是 ＯＰ 上

的任一点，过点 Ｐ 分别作 ＰＣ⊥ＯＡ，ＰＤ⊥ＯＢ，点 Ｃ，

Ｄ 是垂足．你能猜想 ＰＣ，ＰＤ 长度间有什么关系吗？

证明你的猜想．
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　 　 下面我们给出上面“思考”中猜想结论的证明．

证明　 ∵ 　 ＯＰ 平分 ∠ＡＯＢ，（已知）

∴ 　 ∠ＡＯＰ ＝ ∠ＢＯＰ． （角平分线定义）

又 　 ∵ 　 ＰＣ⊥ ＯＡ，ＰＤ⊥ ＯＢ，（已知）

∴ 　 ∠ＰＣＯ ＝ ∠ＰＤＯ ＝ ９０°． （垂直的定义）

在 △ＰＣＯ和 △ＰＤＯ中，

∵ 　
∠ＡＯＰ ＝ ∠ＢＯＰ，（已证）

∠ＰＣＯ ＝ ∠ＰＤＯ，（已证）

ＯＰ ＝ ＯＰ，（公共边
{

）

∴ 　 △ＰＣＯ △ＰＤＯ． （ＡＡＳ）

∴ 　 ＰＣ ＝ ＰＤ．

由上面证明，我们得到角平分线的性质定理：

定理　 角平分线上的点到角两边的距离相等．

　 　 写出上面角平分线性质定理的逆命题．

这个逆命题是真命题吗？如果是真命题请写出

已知、求证，并给出证明．

定理　 角的内部到角两边距离相等的点在角的平分线上．

１． 已知：如图，△ＡＢＣ 中，ＡＢ ＝ ＡＣ，ＡＤ是 ∠ＢＡＣ的平分线，ＤＥ ⊥ ＡＢ，ＤＦ⊥ ＡＣ，垂

足分别为点 Ｅ，Ｆ．判断下列结论是否正确：

（１）ＤＥ ＝ ＤＦ． （　 　 ）

（２）ＢＤ ＝ ＣＤ． （　 　 ）
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　 （３）ＡＤ 上任一点到 ＡＢ，ＡＣ 的距离相等． （　 　 ）

（４）ＡＤ 上任一点到点 Ｂ，Ｃ 距离相等． （　 　 ）

（第 １ 题）
　 　 　 　 　 　 　 　

（第 ２ 题）

２． 已知：如图，ＣＤ 为 Ｒｔ△ＡＢＣ 斜边 ＡＢ 上的高，∠ＢＡＣ 的平分线分别交 ＣＤ，ＣＢ

于点 Ｅ，Ｆ，ＦＧ ⊥ ＡＢ，垂足为点 Ｇ．求证：ＣＥ ＝ ＦＧ．

　 　 例　 已知：如图 １５ ２５，△ＡＢＣ中，∠Ｂ 的平分线 ＢＥ 与

∠Ｃ的平分线 ＣＦ 相交于点 Ｐ．

求证：ＡＰ 平分∠ＢＡＣ．

证明　 过点 Ｐ 分别作 ＰＭ⊥ ＢＣ，ＰＮ⊥ ＡＣ，ＰＱ⊥ ＡＢ，

垂足分别为点 Ｍ，Ｎ，Ｑ．

∵ 　 ＢＥ是∠Ｂ的平分线，点 Ｐ在 ＢＥ上，（已知）

∴ 　 ＰＱ ＝ ＰＭ．（角平分线上的点到角两边的距

离相等）

同理，　 ＰＮ ＝ ＰＭ．

∴ 　 ＰＮ ＝ ＰＱ． （等量代换）

∴ 　 ＡＰ 平分∠ＢＡＣ．（角的内部到角两边距离相

等的点在角的平分线上）

这个例子说明：三角形三条内角平分线相交于一点，这

点到三角形三边的距离相等．

图　 １５ ２５
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１． 如图，一所学校在公路的南侧，在河的西岸，学校到公路边与到河沿的距离相等，且与

河上公路桥西首的点 Ａ 距离为 ２００ ｍ．请在图上标出学校的位置，并说明理由．

（第 １ 题）
　 　

（第 ２ 题）

２． 如图，△ＡＢＣ 中，ＡＤ 平分∠ＢＡＣ，ＤＥ ⊥ ＡＢ 于点 Ｅ，ＤＦ ⊥ ＡＣ 于点 Ｆ，ＢＤ ＝ ＣＤ．

求证：∠Ｂ ＝ ∠Ｃ．

习题 １５． ４　

１． 已知：如图，Ｃ，Ｄ 是∠ＡＯＢ 平分线上的点，ＣＥ ⊥ ＯＡ，垂足为点 Ｅ，ＣＦ ⊥ ＯＢ，垂

足为点 Ｆ．求证：∠ＣＤＥ ＝ ∠ＣＤＦ．

（第 １ 题）
　 　 　 　 　 　

（第 ２ 题）

２． 已知：如图，ＢＤ 平分∠ＡＢＣ，ＡＢ ＝ ＣＢ，点 Ｐ在 ＢＤ上，ＰＭ⊥ ＡＤ，ＰＮ⊥ＣＤ，点 Ｍ，

Ｎ 为垂足．

求证：ＰＭ ＝ ＰＮ．
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３． 已知：如图，△ＡＢＣ 的外角∠ＥＢＣ，∠ＢＣＦ 的平分线交于点 Ｄ．求证：ＡＤ 是∠ＢＡＣ

的平分线．

（第 ３ 题）
　 　 　 　 　 　 　 　

（第 ５ 题）

４． 到三角形三边所在直线距离相等的点有几个？各是如何找到的？

５． 已知：如图，∠ＡＯＢ ＝ ３０°，Ｐ是∠ＡＯＢ的平分线上一点，ＰＣ∥ＯＡ，交ＯＢ于点 Ｃ，

ＰＤ ⊥ ＯＡ，垂足为点 Ｄ．如果 ＰＣ ＝ ４，求 ＰＤ 的长．

剪　 　 纸
剪纸是中国民间艺术的瑰宝之一． 节日的窗

花、婚嫁彩车上的双“喜”都是通过剪纸得到的．剪

纸是轴对称变换在实际生活中的运用．

１ 收集 １ ～ ２ 个具有轴对称性质的剪纸图案，

观察它是怎样“剪”出来的．

２ 取一张宽 ５ ｃｍ、长 ２４ ｃｍ 的白纸片，把它纵

向对折（折痕与白纸片的长边垂直），对折 ３ 次后，

在折叠好的纸片上画出图 １５ ２６ 中的某一图案

（或自己重新设计图案）． 再用剪刀沿轮廓线剪去

所画图案（折叠线处应保留一小条，为什么？），将

所叠纸片展开就得到一段花边．



１４８　　
第 １５ 章 　 轴对称图形与等腰三角形 　

图　 １５ ２６

（１）把花边铺平在另一张较大的白纸上，花边中相

邻的图案有什么关系？

我们通过折叠剪纸得到的花边图案，也可以看作是

基本图案连续向左（或向右）平移得到的．

（２）自己设计一个图案，并作出相应的剪纸，同学

之间相互交流和欣赏对方的作品．

一、内容整理

二、主要知识回顾

１ 轴对称通常指　 　 　 个图形关于某一条直线对称．轴对称图形通常指
　 　 　 个图形关于某一条直线对称．

２ 轴对称和轴对称图形中，对应点的连线被　 　 　 垂直平分．

３ 一般地，点 Ｐ（ｘ，ｙ）关于 ｘ 轴对称的点的坐标是（　 　 　 ，　 　 　 ），关
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于 ｙ 轴对称的点的坐标是（　 　 　 ，　 　 　 ）．

三、自评与互评

１ 建议你与同学运用轴对称变换设计图案，并相互交流，评选出较好作品．

２ 线段、角、等腰三角形是基本的轴对称图形．对它们的性质，你掌握得

如何？

１． 已知：点 Ａ（ａ，ｂ）与点 Ｂ（ｃ，ｄ）．

（１）如果点 Ａ，Ｂ 关于 ｙ 轴对称，那么 ａ，ｂ，ｃ，ｄ 应满足什么条件？

（２）如果点 Ａ，Ｂ 关于 ｘ 轴对称，那么 ａ，ｂ，ｃ，ｄ 应满足什么条件？

２． 直线 ｌ 与直线 ｙ ＝ ２ｘ 关于 ｙ 轴对称，写出直线 ｌ 所表示的函数表达式．

（第 ３ 题）

３． 已知：如图，在△ＡＢＣ 中，∠ＢＡＣ ＝ ９０°，ＡＣ ＝ ２ＡＢ，点

Ｄ 是 ＡＣ 的中点．△ＥＡＤ 为等腰直角三角形，∠ＡＥＤ ＝

９０°． 试猜想线段 ＢＥ 和 ＥＣ 的关系，并证明你的猜想．

４． 已知：△ＡＢＣ 中，ＡＢ ＝ ＡＣ，ＡＤ是 ＢＣ 边上中线，ＡＢ 的

垂直平分线交 ＡＤ于点 Ｏ，∠Ｂ 的平分线交 ＡＤ 于点 Ｉ．

求证：

（１）ＯＡ ＝ ＯＢ ＝ ＯＣ；（２）点 Ｉ 到 ＢＣ，ＣＡ，ＡＢ 的距离相等．

５． 已知：如图，ＡＤ是△ＡＢＣ 的角平分线，ＤＥ⊥ ＡＢ，ＤＦ⊥ ＡＣ，点 Ｅ，Ｆ 为垂足．求证：

ＡＤ垂直平分 ＥＦ．

（第 ５ 题）
　 　 　 　 　

（第 ６ 题）

６． 已知：如图，△ＡＢＣ 是等边三角形，ＢＤ 是中线．点 Ｅ 在 ＢＣ 的延长线上，使 ＣＥ ＝

ＣＤ．求证：ＤＢ ＝ ＤＥ．
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７． 求证：有两条高相等的三角形是等腰三角形．

８． 已知：如图，△ＡＢＣ 中，ＡＤ 是 ＢＣ 边上的高，ＡＢ ＝ ＡＣ，∠ＢＡＣ ＝ １２０°，ＤＥ ⊥

ＡＢ，ＤＦ ⊥ ＡＣ，垂足分别是Ｅ，Ｆ． 求证：ＤＥ ＋ ＤＦ ＝ １２
ＢＣ．

（第 ８ 题）
　 　 　 　 　

（第 ９ 题）

９． 已知：如图，在△ＡＢＣ 中，ＡＢ ＝ ＡＣ，∠Ａ ＝ １２０°，ＡＣ 的垂直平分线 ＥＦ 交 ＡＣ 于

点 Ｅ、交 ＢＣ 于点 Ｆ．求证：ＢＦ ＝ ２ＣＦ．

１０． 已知：如图，ＡＤ⊥ ＤＥ，ＢＥ⊥ ＤＥ，ＡＣ，ＢＣ分别平分∠ＤＡＢ，∠ＡＢＥ，点 Ｃ在线

段 ＤＥ 上．求证：ＡＢ ＝ ＡＤ ＋ ＢＥ．

（第 １０ 题）
　 　 　 　 　 　 　 　 　

（第 １１ 题）

１１． 已知：如图，在△ＡＢＣ 中，∠Ａ ＝ ９０°，ＡＢ ＝ ＡＣ，点 Ｄ 在 ＢＣ 上，ＢＤ ＝ ＡＢ，作
ＤＥ ⊥ ＢＣ，点 Ｅ 在边 ＡＣ 上．求证：

（１）ＢＥ 平分 ∠ＡＢＣ；　 　 　 （２）ＡＥ ＝ ＥＤ ＝ ＤＣ．

１２． 已知：如图，在△ＡＢＣ 中，以它的边 ＡＢ，ＡＣ 为边，分别在形外作等边三角形
ＡＢＤ，ＡＣＥ，连接 ＢＥ，ＤＣ．

求证：ＢＥ ＝ ＤＣ．

（第 １２ 题）
　 　 　 　 　 　 　 　

（第 １３ 题）

１３． 已知：如图，线段 ＣＤ 与∠ＡＯＢ，通过作图求一点 Ｐ，使 ＰＣ ＝ ＰＤ，并且点 Ｐ 到

∠ＡＯＢ 两边的距离相等．



１５１　　
　 小结·评价

（第 １４ 题）

１４． 已知：如图，Ｒｔ△ＡＢＣ 中，∠Ｃ ＝ ９０°，沿过点 Ｂ 的一

条直线 ＢＥ 折叠这个三角形，使点 Ｃ 与边 ＡＢ 上的点

Ｄ 重合．要使 Ｄ 恰好为 ＡＢ 的中点，问还需增加一个

什么条件？说出你增加的条件及依据．

１． 根据下列点的坐标的变化，判断它们进行了怎样的变换？

（１）（－３，－１）→（３，－１）；

（２）（－５，６）→（－５，１）；

（３）（４，３）→（４，－３）；

（４）（２，－３）→（３，－２）．

２． ＢＤ 是△ＡＢＣ 的角平分线，ＢＤ 的垂直平分线交 ＣＡ 的延长线于点 Ｅ． 求证：

∠ＥＡＢ ＝ ∠ＥＢＣ．

３． 已知：Ｏ 是线段 ＡＢ 的中点，直线 ＭＮ 经过点 Ｏ，点 Ｃ，Ｄ 在直线 ＭＮ 上，∠１ ＝

∠２ ＝ ４５°．

（１）若点 Ｃ 与点 Ｏ 重合［图（１）］，请直接写出 ＡＣ 与 ＢＤ 的数量关系和位置关系；

（２）若点 Ｃ，Ｄ 不与点 Ｏ 重合［图（２）］，求证：ＡＣ ＝ＢＤ，ＡＣ⊥ＢＤ．

（第 ３ 题）



１５２　　
第 １５ 章 　 轴对称图形与等腰三角形 　

４． 已知：如图，在△ＡＢＣ 中，∠ ＡＣＢ ＝ ９０°，Ｄ，Ｅ 是边 ＡＢ 上的两点，且 ＡＤ ＝ ＡＣ，

ＢＥ ＝ ＢＣ． 求证：∠ＤＣＥ ＝ ４５°．

（第 ４ 题）
　 　 　 　 　 　 　 　

（第 ５ 题）

５． 已知：如图，点 Ｄ 在等边三角形 ＡＢＣ 的边 ＡＣ 上，点 Ｅ 在边 ＡＢ 的延长线上，使

ＢＥ ＝ ＣＤ，ＤＥ 交 ＢＣ 于点 Ｐ．求证：ＰＤ ＝ ＰＥ．

６． （１）已知：如图（１），在△ＡＢＣ 中，∠ＡＢＣ，∠ＡＣＢ 的平分线交于点 Ｏ，过点 Ｏ 的

直线 ＤＥ ∥ ＢＣ，ＤＥ 分别与 ＡＢ，ＡＣ 交于点 Ｄ，Ｅ．

求证：ＢＤ ＋ＣＥ ＝ＤＥ．

（１）
　 　 　 　 　

（２）

（第 ６ 题）

（２）将（１）题条件“∠ＡＣＢ 的平分线”改为“∠ＡＣＢ 的外角平分线”，如图（２）所

示．原来的关系式 ＢＤ ＋ ＣＥ ＝ ＤＥ 还成立吗？如果不成立，你能推断出 ＢＤ，

ＣＥ，ＤＥ 存在的数量关系式吗？请证明你的推断． 　 　 　

１． 已知：等腰三角形 ＡＢＣ 中，ＡＢ ＝ ＡＣ．



１５３　　
　 小结·评价

　 （１）Ｐ 为底边 ＢＣ 上任一点，自点 Ｐ 向两腰所在直线作垂线 ＰＥ，ＰＦ，点 Ｅ，Ｆ 为垂

足．求证：ＰＥ ＋ ＰＦ 等于定值；

（２）证得（１）中结论后，请你对本章 Ａ 组复习题第 ８ 题的条件和你原来的证明方

法进行反思；

（３）若点 Ｐ 在底边 ＢＣ 延长线上时，情况如何？

２． 已知：等边三角形 ＡＢＣ．

（１）Ｐ 为△ＡＢＣ 内任一点，自点 Ｐ 向三边所在直线作垂线 ＰＤ，ＰＥ，ＰＦ，点 Ｄ，Ｅ，

Ｆ 为垂足．求证：ＰＤ ＋ ＰＥ ＋ ＰＦ 等于定值；

（２）若点 Ｐ 在△ＡＢＣ 外时，情况如何？



１５４　　
附录 　 部分中英文词汇索引 　

附录　 部分中英文词汇索引

中　 　 文 英　 　 文 页　 码

ｘ 轴、横轴 ｘａｘｉｓ ２

ｙ 轴、纵轴 ｙａｘｉｓ ２

平面直角坐标系 ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｓｙｓｔｅｍ ２

自变量 ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｖａｒｉａｂｌｅ ２３

函数 ｆｕｎｃｔｉｏｎ ２３

待定系数法 ｍｅｔｈｏｄ ｏｆ ｕｎｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ４０

不等边三角形 ｓｃａｌｅｎｅ ｔｒｉａｎｇｌｅ ６７

等腰三角形 ｉｓｏｓｃｅｌｅｓ ｔｒｉａｎｇｌｅ ６７

等边三角形、正

三角形
ｅｑｕｉｌａｔｅｒａｌ ｔｒｉａｎｇｌｅ ６７

锐角三角形 ａｃｕｔｅ ｔｒｉａｎｇｌｅ ６９

直角三角形 ｒｉｇｈｔ ｔｒｉａｎｇｌｅ ６９

钝角三角形 ｏｂｔｕｓｅ ｔｒｉａｎｇｌｅ ６９

角平分线 ａｎｇｕｌａｒ ｂｉｓｅｃｔｏｒ ７１

中线 ｍｅｄｉａｎ ７１

高线 ａｌｔｉｔｕｄｅ ７１

命题 ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ ７６

真命题 ｔｒｕｅ ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ ７６

假命题 ｆａｌｓｅ ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ ７６

反例 ｃｏｕｎｔｅｒ ｅｘａｍｐｌｅ ７６

定理 ｔｈｅｏｒｅｍ ７８

证明 ｐｒｏｏｆ ７８

推论 ｉｎｆｅｒｅｎｃｅ ８１

外角 ｅｘｔｅｒｉｏｒ ａｎｇｌｅ ８２

全等形 ｃｏｎｇｒｕｅｎｔ ｆｉｇｕｒｅｓ ９４



１５５　　
　 附录　 部分中英文词汇索引

（续表）

中　 　 文 英　 　 文 页　 码

全等三角形 ｃｏｎｇｒｕｅｎｔ ｔｒｉａｎｇｌｅｓ ９４

轴对称图形 ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｆｉｇｕｒｅ １１９

对称轴 ａｘｉｓ ｏｆ ｓｙｍｍｅｔｒｙ １１９

垂直平分线 ｐｅｒｐｅｎｄｉｃｕｌａｒ ｂｉｓｅｃｔｏｒ １２１





　 　 １９９９ 年，我们根据《九年义务教育全日制初级中学数学教学大纲（试用修

订版）》，编写了一套华东版初中数学教材，经三年实验后，于 ２００２ 年报教育部

经全国中小学教材审定委员会审查通过．

２００１ 年，国家颁布了《基础教育课程改革纲要（试行）》及《全日制义务教

育数学课程标准（实验稿）》，正式启动了新一轮中小学课程、教材改革． 本套

教科书就是根据课程标准，在吸取了华东版教材实验过程中的经验后重新编

写的，并于 ２００４ 年经全国中小学教材审定委员会初审通过． 现教育部决定全

面启动义务教育课程标准实验教材的修订工作，我们已切实把《义务教育数学

课程标准（２０１１ 年版）》的要求落实到新修订的教材中，使教材的质量进一步

得到提升，特色更加鲜明．

本套教材在送审和实验过程中，得到了许多专家、学者、教研人员与广大

师生的关爱，特别是人民教育出版社张孝达先生与陈宏伯先生直接参与教材

的整体设计和章节审稿，他们以实际行动给予我们很大的支持与鼓舞，我们衷

心地感谢他们．

为了做好这次的修订工作，我们调整并充实了编写队伍，本套教科书编写

组主要人员有：

吴之季　 苏　 淳　 杜先能　 徐子华　 郭要红　 胡　 涛　 陈先荣　 王南林

胡茂侠　 邱广东

本册主要编写人员有：

贾　 兵　 陶学礼　 于学杰　 董建功　 纪迎春　 胡茂侠　 程乐根　 王　 锐

龚维陆　 孙　 滨　 杨惠卿　 王志刚

此外，参与本册修改工作的还有：

周家敏　 刘文合　 何　 钧　 杨光辉　 李海涛　 郭良才　 汪宗兴　 罗为民

杨　 辉　 高道才　 范宏业

教材建设是一项长期任务，需要通过实验、修改，反复锤炼． 这不仅需要

全体编写人员的努力，还要有广大师生的积极支持与参与，恳请使用本套教材

的师生批评指正．

新时代数学编写组

２０１３ 年 ４ 月



说　 明
本书下列图片由东方 ＩＣ提供：图１２ ６（１）ｒｏｂｅｒｔｈａｒｄｉｎｇ、

图 １２ ２９ ＬＥＯＮ ＮＥＡＬ、Ｐ６１ 第 ６ 题图、Ｐ６５ 第 ３ 题图

ａｍａｎａ、Ｐ１１７ 章头图方框、图 １５ １ 祈年殿 ａｍａｎａ．




