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致亲爱的同学

欢迎你,我们的小伙伴.

你现在拿到的这本数学书是依据《国家中长期教育改革和发展规划纲要(2010—2020

年)》与国家《义务教育数学课程标准(2011 年版)》,为你们提供的初中阶段六册数学教科书中

的第三本.

这本书与七年级的数学书一样,从你所熟悉的情境入手,逐步展开最基本的、丰富多彩的

数学内容,并穿插一些阅读材料,提供一些让你思考、实践和自主探索的栏目. 程度不一的习

题,应用性、探索性和开放性的各种形式的问题及综合与实践等,都为你创造了充分展示你聪

明才智与数学能力的机会.

现在,请你翻开这本书,与我们一起继续漫游数学世界,结识更多、更具魅力的数学朋友.

“数的开方”是一种新的运算,与你以前所学的平方、立方运算有着密切的联系. 这一章还

将引入一种新数———无理数,把数的集合扩充到实数集,使数的大家庭越来越完美.

七年级时,我们已经学会了整式的加减,现在继续学习“整式的乘除”,其中的乘法公式给

我们提供了许多美妙的信息. 在此基础上,我们还要学习因式分解,它与整数的因数分解十分

类似. 所有这些都是继续学习其他数学知识的重要基础,也能进一步帮助你去解决问题.

你已经认识了许多几何图形,知道通过图形的变换———轴对称、平移与旋转,有些图形可

以完全重合,它们的形状与大小都相同,即为全等图形. “全等三角形”是最简单的全等图形,它

们的对应边、对应角都相等. 你还将了解判定三角形全等的各种简便方法,得到几何研究中几

个重要的基本事实. 你将在以前说理的基础上,学习一些有关演绎推理的知识,掌握一些主要

的推理论证的方法,在合情推理与演绎推理的结合中,领略其中的奥秘.

你知道 2002 年在北京召开的国际数学家大会( ICM 2002)吗? 这次大会的会标,就是

1 700 多年前中国古代数学家赵爽用来证明勾股定理的弦图. 你将会在“勾股定理”这一章中认

识这个弦图,并学会运用那个奇妙的结论解决各种有趣的问题.

最后,“数据的收集与表示”给你自己动手的机会,教你学会处理一些实际问题的方法,让

数据说话,用数学语言表述你的见解.

数学世界继续欢迎你,为你敞开着大门.

编者
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2　　　　 ·第 11 章　 数的开方

11.1 　 平方根与立方根

　 　 1. 平方根

本章导图中提出的问题,就是已知正方形的面积为

25 cm2,求这个正方形的边长.
容易知道,这个正方形的边长是 5 cm.

上述问题实质上就是要求一个数,这个数的平方等

于 25.

概括

如果一个数的平方等于 a,那么这个数叫做 a 的平

方根(square root) .

在上述问题中,因为52 = 25,所以5是25的一个平方根.
又因为 ( - 5)2 = 25,所以 - 5 也是25 的一个平方根.
这就是说,5 与 - 5 都是 25 的平方根.
根据平方根的意义,我们可以利用平方运算来求一

个数的平方根.

●例 1 求 100 的平方根.

●解 因为 102 = 100, ( - 10) 2 = 100,除了 10 和

- 10 以外,任何数的平方都不等于 100,所以 100 的平方

根是 10 和 - 10. 也可以说,100 的平方根是 ± 10.

(1) 144 的平方根是什么?
(2) 0 的平方根是什么?
(3) - 4 有没有平方根? 为什么?
请你自己也编三道求平方根的题目,并给出解答.

　 　 25 的平方根

只有一个吗? 还

有没有别的数的

平方也等于 25?

　 　 通过这些题

目的解答,你能发

现什么?
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第 11 章　 数的开方·3　　　　

概括

一个正数如果有平方根∗,那么必定有两个,它们互

为相反数. 显然,如果我们知道了这两个平方根中的一

个,那么立即可以得到另一个.
正数 a 的正的平方根,叫做 a 的算术平方根,记作

a,读作 “根号 a”;另一个平方根是它的相反数,即

- a . 因此,正数 a 的平方根可以记作 ± a,其中 a 称为

被开方数.
因为 0 的平方等于 0,而其他任何数的平方都不等

于 0,所以 0 的平方根只有一个(就是 0),也叫做 0 的算

术平方根,记作 0 . 即有 0 = 0.

思考

负数有平方根吗?

求一个非负数的平方根的运算,叫做开平方. 将一个

正数开平方,关键是找出它的算术平方根.
在例 1 中,我们可以先求出 100 的算术平方根是

100 = 10,然后得知 100 的平方根是 ± 100 = ± 10.

●例 2 将下列各数开平方:

(1) 49;　 　 　 　 　 　 　 　 (2) 4
25.

●解 (1) 因为 72 = 49,所以 49 = 7,因此49 的

平方根为 ± 49 = ± 7.
(2) 　 　

　 　 .

∗ 数的范围从有理数扩充到实数以后(11. 2 节),每一个正实数必定

有两个平方根.

　 　 a (a≥0)表示 a
的算术平方根,试就

a > 0和 a =0 两种情况,
分别说出它的意义.

　 　 即思考:有没

有一个数的平方

是负数?

　 　 按照题(1)
的解答过程,写
出题 ( 2 ) 的 解

答.
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4　　　　 ·第 11 章　 数的开方

在例 1、例 2 中,我们是通过观察,利用开平方与平

方的关系来求平方根的. 通常可用计算器直接求出一个

正数的算术平方根(有时得到的是近似值) .

●例 3 用计算器求下列各数的算术平方根:
(1) 529;　 　 　 　 (2) 44. 81(精确到 0. 01) .

●说明 用计算器求一个正数的算术平方根,只需直

接按书写顺序按键即可.

●解 (1) 在计算器上依次键入

　 　 　　■ 5 2 9 = ,

显示结果为 23,所以 529 的算术平方根为

529 = 23.

(2) 在计算器上依次键入

　 　 　　■ 4 4 · 8 1 = ,

显示结果为　 　 　 　 　 　 　 　 ,要求精确到 0. 01,可得

44. 81≈　 　 　 　 .

练　 习
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　1. 完成下列表格:

被开方数 0 1 4 9 16 25 36 49 64 81 100

算术平方根

平方根

2. 说出下列各数的平方根:

(1) 6 400;　 　 　 　 　 (2) 0. 25;　 　 　 　 　 (3) 49
81 .

3. 用计算器计算:

(1) 676 ;　 　 (2) 27. 878 4 ;　 　 (3) 4. 225 (精确到 0. 01) .

4. 下列说法正确吗? 为什么? 如果不正确,请予以改正.

(1) 16 的平方根是 4;　 　 　 　 　 (2) 25 = ± 5.
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第 11 章　 数的开方·5　　　　

　 　 2. 立方根

问题

要做一只容积为 216 cm3 的正方体纸盒,正方体的
棱长是多少?

思考

这个实际问题,在数学上可以转化成一个怎样的计
算问题? 从中可以抽象出一个什么数学概念?

上面所提出的问题,实质上就是要求一个数,这个数
的立方等于 216. 容易验证, 63 = 216,而且任何不等于 6
的数的立方都不等于216,所以正方体的棱长应为 6 cm.

概括

如果一个数的立方等于 a,那么这个数叫做 a 的立
方根(cube root) .

(1) 27 的立方根是什么?
(2) - 27 的立方根是什么?
(3) 0 的立方根是什么?
请你自己也编三道求立方根的题目,并给出解答.

概括

任何数的立方根如果存在的话∗,必定只有一个.正数

的立方根是正数,负数的立方根是负数,0 的立方根是0.

∗ 数的范围从有理数扩充到实数以后(11. 2 节),每一个实数的立方根必定存在.

　 　 与“平方根”
类似, 试作一些

讨论和研究.

　 　 通过这些题

目的解答,你能

发现什么?
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6　　　　 ·第 11 章　 数的开方

数 a 的立方根,记作
3 a,读作“三次根号 a” . 其中,a

是被开方数,3 是根指数. 求一个数的立方根的运算,叫
做开立方.

●例 4 求下列各数的立方根:

(1) 8
27;　 　 　 (2) - 125;　 　 　 (3) - 0. 008.

●解 (1) 因为 2
3( )

3

= 8
27,所以

3 8
27 = 2

3 .

(2) 因为( - 5) 3 = - 125,所以

3 - 125 = - 5.

(3) 　 　 ,

　 　 .

●例 5 用计算器求下列各数的立方根:
(1) 1 331;　 　 　 (2) 9. 263(精确到 0. 01) .

●说明 用计算器求一个有理数的立方根,只需直接

按书写顺序按键即可.

●解 (1) 在计算器上依次键入

SHIFT 　 　 　　■ ( 3 　 　 　　■ ) 1 3 3 1 = ,

显示结果为 11,所以

3 1 331 = 11.

(2) 在计算器上依次键入

SHIFT 　 　 　　■ ( 3 　 　 　　■ ) 9 · 2 6 3 = ,

显示结果为　 　 　 　 　 　 　 ,要求精确到0. 01,可得

3 9. 263 ≈ 　 　 　 　 .

　 　 可以借助立

方运算求立方根,
也可以用立方运

算检验开立方是

否正确.

　

　 　 按照前两小

题的解答过 程,
写出题(3) 的解

答.

　 　
3 　 　 　　■ 是 键

　 　 　　■ 的第二功

能,启用第二功能,

需先按 SHIFT

键. 　
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第 11 章　 数的开方·7　　　　
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　1. 完成下列表格:

被开方数 - 64 - 27 - 8 - 1 0 1 8 27 64
立方根

2. 求下列各数的立方根:

(1) 512;　 　 　 　 　 (2) - 0. 027;　 　 　 　 　 (3) - 64
125.

3. 用计算器计算:
(1) 3 6 859 ;　 　 (2) 3 17. 576 ;　 　 (3) 3 5. 691 (精确到 0. 01) .

　 　 习题 11. 1

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　

(第 6 题)

1. 下列说法正确吗? 为什么?
(1) 0. 09 的平方根是 0. 3;　 　 　 　 　 　 　 　 (2) 16 = ± 4;
(3) 0 没有立方根; (4) 1 的立方根是 ± 1.

2. 求下列各数的平方根:

(1) 16
81;　 　 　 　 　 　 (2) 0. 36;　 　 　 　 　 　 (3) 324.

3. 求下列各数的立方根:

(1) 0. 125;　 　 (2) - 27
64;　 　 (3) 729.

4. 用计算器计算:(精确到 0. 01)
(1) 16. 89 ;　 　 (2) 3 6 892 .

5. (1) 10在哪两个相邻的整数之间?
(2) 3. 1 < 10 < 3. 2 正确吗?
(3) 下列四个结论中,正确的是(　 　 ) .
A. 3. 15 < 10 < 3. 16 　 　 　 　 　 　 　 B. 3. 16 < 10 < 3. 17
C. 3. 17 < 10 < 3. 18 　 　 D. 3. 18 < 10 < 3. 19

6. 如图,在做浮力实验时,小华用一根细线将一正方体铁块
拴住,完全浸入盛满水的圆柱形烧杯中,并用一量筒量得

溢出的水的体积为 40. 5 cm3 . 然后,小华将铁块从烧杯中
提起,量得烧杯中的水位下降了 0. 62 cm. 求烧杯内部的底
面半径和正方体铁块的棱长. (用计算器计算,结果精确到
0. 1 cm)
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11.2 　 实数

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　

　
　

　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　

　
　

　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　
　

　
　

　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　

　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　

　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

　
　

　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

(1) 用计算器求 2 ;
(2) 利用平方运算验算(1)中所得的结果.

　 　 用计算器求 2 ,显示结果为1. 414 213 562. 再用计算

器计算 1. 414 213 562 的平方,结果是 1. 999 999 999,并不

是 2. 这说明计算器求得的只是 2的近似值.

用计算机计算 2 ,你可能会大吃一惊:

2 = 1. 4142135623730950488016887242096980785696718753769480731766
797379907324784621070388503875343276415727350138462309122970
249248360558507372126441214970999358314132226659275055927557
999505011527820605714701095599716059702745345968620147285174
186408891986095523292304843087143214508397626036279952514079
896872533965463318088296406206152583523950547457502877599617
298355752203375318570113543746034084988471603868999706990048
150305440277903164542478230684929369186215805784631115966687
130130156185689872372352885092648612494977154218334204285686
060146824720771435854874155657069677653720226485447015858801
620758474922657226002085584466521458398893944370926591800311
388246468157082630100594858704003186480342194897278290641045
072636881313739855256117322040245091227700226941127573627280
495738108967504018369868368450725799364729060762996941380475
654823728997180326802474420629269124859052181004459842150591
120249441341728531478105803603371077309182869314710171111683
91658172688941975871658215212…
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第 11 章　 数的开方· 9　　　　

　 　 在数学上已经证明,没有一个有理数的平方等于 2,

也就是说, 2 不是一个有理数.

那么, 2 是怎样的数呢?
我们知道,有理数包括整数和分数,而任何一个分数写

成小数的形式,必定是有限小数或者无限循环小数,例如:

1
4 = 0. 25, 2

3 = 0. 6· = 0. 666 666 666…,

1
7 = 0. 1·42 857· = 0. 142 857 142 857 142 857….

2不是一个有理数,实际上,它是一个无限不循环

小数.

类似地, 35 、圆周率 π 等也都不是有理数,它们都

是无限不循环小数.

概括

无限不循环小数叫做无理数( irrational number) . 上

面所提到的 2 、 35 、 π 等都是无理数.
有理数和无理数统称实数(real number) .

你能在数轴上找到表示 2 的点吗?

如图 11. 2. 1,将两个边长为 1 的正方形分别沿对角

线剪开,得到四个等腰直角三角形,即可拼成一个大正方

形. 容易知道,这个大正方形的面积是 2,所以大正方形

的边长为 2 .

这就是说,边长为 1 的正方形的对角线长是 2 . 利

用这个事实,我们容易在数轴上画出表示 2 的点,如图

11. 2. 2 所示.

　
　 　 有兴趣的同

学可以读一读第

12 页的阅读材料.

　
　 　 请你随意写

出三个分数, 将

它化成小数, 验

证这个结论.

　

　 　 按照计算器

显示的结果,你能

想象出 2 在数轴

上的大致位置吗?

　
图 11. 2. 1

图 11. 2. 2
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概括

数学上可以证明,数轴上的每一点必定表示一个实
数;反过来,每一个实数(有理数或无理数)都可以用数轴

上的一个点来表示. 换句话说,实数与数轴上的点一一对
应 .这是数集从有理数集扩充到实数集的一大进步.

在七年级上学期第 2 章学过的有关有理数的相反数

和绝对值等概念、大小比较法则、运算法则以及运算律,
对于实数也适用.

从有理数扩充到实数以后,正数总可以开方. 在实数
范围内,任意一个正数有两个平方根,它们互为相反数;0
的平方根是 0;负数没有平方根. 任意一个实数有且仅有
一个立方根.

涉及无理数的大小比较和运算,通常可以取它们的
近似值来进行.

●例 1 试比较 3 + 2 与 π 的大小.

●解 用计算器求得

3 + 2 ≈ 3. 146 264 37,
而 π ≈ 3. 141 592 654,

因此 3 + 2 > π.

●例 2 计算: π
2 - 1

6 - 2 . (精确到 0. 01)

●解 1
6 - 2 ≈ 0. 167 - 1. 414 = - 1. 247,

于是　 1
6 - 2 ≈ 1. 247,

π
2 - 1

6 - 2

≈ 1. 571 - 1. 247
= 0. 324
≈ 0. 32.

　 　 能说“有理数

和数轴上的点一一

对应”吗? 为什么?

　 　 取近似值计算

时,中间结果通常

应比要求的精确度

多取一位.
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●注 由于 1
6 < 2 ,所以

1
6 - 2 = 2 - 1

6 ,

原式 = π
2 - 2 - 1

6( ) = π
2 - 2 + 1

6 .

由此算式,可直接将数据输入计算器进行计算.

练　 习
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　1. 下列说法是否正确? 为什么?

(1) 两个整数相除,如果永远都除不尽,那么结果一定是一个无理数;

(2) 任意一个无理数的绝对值都是正数.

2. 计算: 2 6 + 3 7 . (精确到 0. 01)

3. 比较下列各对数的大小:

(1) 2 3和 3 2 ;　 　 　 　 　 　 　 　 (2) - 7
2 和 - π

3 .

　 　 习题 11. 2

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　1. 完成下列表格:

实数 π 2 2 - 1 2 - 3

相反数

绝对值

2. 比较下列各对数的大小:

(1) 2 与
33 ;　 　 　 　 　 　 　 (2) - 34 与 - 33 .

3. 计算: 2 5 - 5 2 + 4 2 - 3 3 . (精确到 0. 01)

4. 对于无理数 7 ,试解答下列问题:

(1) 7在数轴上位于哪两个相邻的整数之间?

(2) 借助计算器找出实数 a 与 b,使 a < 7 < b, 且 b - a = 0. 001.
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12　　　 ·第 11 章　 数的开方

为什么说 2不是有理数

　 　 我们可以用以下推理来证明 2不是一个有理数.

假设 2 是一个有理数,那么它可以表示为两个整数的商,设 2 = q
p

(p、 q是

互质的正整数) . 由 2 的意义,可知

q
p( )

2

= 2,

即有

q2

p2 = 2,

故　 q2 = 2p2 .

显然, 2p2
是一个偶数,即 q2

是一个偶数,因此 q 是偶数. 于是,可设 q = 2k
(k 是正整数) . 由上式,得

(2k) 2 = 2p2,

从而　 2k2 = p2,

即 p2
是偶数,因此 p 也是偶数,这与 p、 q 互质的假设矛盾.

这个矛盾表明假设“ 2 是一个有理数”不成立,所以 2 不是一个有理数.

5的 算 法

　 　 你知道 5 有多大吗? 它所对应的点究竟在数轴上哪个位置呢? 让我们一

起来找找看吧.

由于 22 < 5 < 32, 可以肯定 2 < 5 < 3,也就是 5 的位置应该在 2 与 3 之

间. 能不能再精确一点呢? 再尝试一下,你会发现2. 22 < 5 < 2. 32,那么 5 的位

置就在 2. 2 与 2. 3 之间了. 按照这个方法,继续试下去,有
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第 11 章　 数的开方·13　　　

2. 232 < 5 < 2. 242,　 2. 23 < 5 < 2. 24;

2. 2362 < 5 < 2. 2372,　 2. 236 < 5 < 2. 237;
……

你看,离 5 越来越近了. 依据这样的想法,我们确实可以在数轴上找到那么一

点,它所表示的数就是 5 .

下面我们介绍一个求 5 的近似值的算法.

记 x = 1,代入 5
x + x( ) ÷ 2,得

5
1 + 1( ) ÷ 2 = 3,

再将 3 代入
5
x + x( ) ÷ 2,得

5
3 + 3( ) ÷ 2 = 2. 333…,

继续上述过程,得

5
2. 333 + 2. 333( ) ÷ 2 = 2. 238…,

5
2. 238 + 2. 238( ) ÷ 2 = 2. 236…,

……

数学上可以证明,计算步骤越多,得到的数值就越靠近 5 .

如果要求精确到 0. 001,那么就可得到 5 ≈ 2. 236.
如果使用计算器,你不妨按照下面的按键顺序试试看:

1 = ( 5 ÷ Ans + Ans ) ÷ 2 = = = = ……

后面的 = 键按的次数越多,数值就越精确,到一定时候,由于计算器显示位数

的限制,屏幕上显示的数值就不再发生变化了.

想一想:用类似的算法,怎样求 7 的近似值? 用计算器试一试.
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　 　 一、 知识结构

二、 要点

1. 掌握平方根、算术平方根、立方根的意义是学习本章的关键. 在
研究时,要抓住平方根(立方根)与平方(立方)之间的关系,例如,可以

通过平方(立方)运算来寻求平方根(立方根),并可以用来验证开平方

(开立方)的正确性.
2. 在实数范围内,任意一个正数有两个平方根,它们互为相反数;

0 的平方根是 0;负数没有平方根. 任意一个实数有且仅有一个立方根,
正数的立方根为正数,0 的立方根是 0,负数的立方根为负数.

3. 有理数和无理数统称实数. 实数与数轴上的点之间有着一一对

应关系. 这是数集从有理数集扩充到实数集的一大进步,使数的知识

更加完美.
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　1. 下列说法是否正确? 为什么?

(1) 4 的平方根是 2;
(2) - 8 的立方根是 - 2;
(3) 40 的算术平方根是 20;
(4) 负数没有立方根;
(5) 正数有两个立方根;
(6) 0 没有平方根.

2. 根据表格中所给信息,完成下列表格:

被 开 方 数 1

平　 方　 根 0

算术平方根 2

立　 方　 根 3 - 4

3. 填空:
(1) 16 的平方根是　 　 　 　 , - 27 的立方根是　 　 　 　 ;
(2) 平方根等于它本身的数是　 　 　 　 ,立方根等于它本身的数是　 　 　 　 ;
(3) 一个正方形的面积是 3 cm2,它的边长是　 　 　 　 cm;另一个正方形的面积

是这个正方形面积的 3 倍,它的边长是　 　 　 　 cm.
4. 将下列各数按从小到大的顺序排列,并用“ < ”号连接起来:

2 2 , 5 , - π
2 , 0, - 1. 6.

B组

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　 5. 观察下列各方格图中阴影所示的图形(每一小方格的边长为 1),如果它们都可

以剪开,重新拼成正方形,那么所拼成的正方形的边长各为多少? 这些正方形

一样大吗? (如果你有兴趣,可以试试如何剪拼成一个正方形)
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(第 5 题)

6. 把棱长分别为 2. 15 cm 和 3. 24 cm 的两个正方体铁块熔化,制成一个大的正方

体铁块,求这个大正方体铁块的棱长. (先用一个式子表示,再用计算器计算,
结果精确到 0. 1 cm)

C组

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 7. (1) 用计算器计算:

32 + 42 = 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ;

332 + 442 = 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ;

3332 + 4442 = 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ;

3 3332 + 4 4442 = 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 .
(2) 观察题(1)中各式的计算结果,你能发现什么规律?
(3) 试运用发现的规律猜想下式的值,并通过计算器的计算验证你的猜想:

33 3332 + 44 4442 = 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 .
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12.1　 幂的运算

　 　 1. 同底数幂的乘法

根据幂的意义填空:
(1) 23 × 24 = (2 × 2 × 2) × (2 × 2 × 2 × 2)

= 2(　 　 );

(2) 53 × 54 = 　
= 5(　 　 );

(3) a3·a4 = 　
= a(　 　 ) .

概括

　 am·an = (a·a·…·a

üþ ýï ï ï ï ï

m个

)(a·a·…·a

üþ ýï ï ï ï ï

n个

)

= a·a·…·a

üþ ýï ï ï ï ï

(m+n)个

= am+n .

可得

am·an = am+n(m、 n 为正整数) .

这就是说,同底数幂相乘,底数不变,指数相加.

●例 1 计算:
(1) 103 × 104;　 　 　 　 　 　 (2) a·a3;
(3) a·a3·a5 .

　 　 这几道题的计

算有什么共同特点?
从中你能发现什么

规律? 若指数为任

意的 正 整 数 m、 n,
am·an 等于什么?

　 　 利用这个法

则,可直接求出

同底数幂的积.
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●解 (1) 103 × 104 = 103 + 4 = 107 .

(2) a·a3 = a1 + 3 = a4 .

(3) a·a3·a5 = a1 +3 +5 = a9 .

练　 习
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　

　
　

　
　

　
　

　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　

　
　

　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　

　
　

　
　

　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　

　
　

　
　

　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　

　
　

　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　

　
　

　1. 判断下列计算是否正确,并说明理由:

(1) a·a2 = a2;　 　 　 　 　 　 　 　 　 (2) a + a2 = a3;

(3) a3·a3 = a9;　 　 (4) a3+ a3 = a6 .

2. 计算:

(1) 102 × 105;　 　 　 　 　 (2) a3·a7;　 　 　 　 　 (3) x·x5·x7 .

　 　 2. 幂的乘方

根据乘方的意义及同底数幂的乘法法则填空:
(1) (23) 2 = 23 × 23 = 2(　 　 );
(2) (52) 3 = 52 × 52 × 52 = 5(　 　 );
(3) (a3) 4 = a3·a3·a3·a3 = a(　 　 ) .

概括

　 　 　 (am) n = am·am·…·am

üþ ýï ï ï ï ï ï

n个

= am+m+…+m　

{ n个
= amn .

　 　 这几道题的计

算有什么共同特点?
从中你能发现什么

规律? 试猜想:
(am) n = a(　 )

(m、 n 为正整数) .
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可得

(am) n = amn(m、 n 为正整数) .

这就是说,幂的乘方,底数不变,指数相乘.

●例 2 计算:
(1) (103) 5;　 　 　 　 　 (2) (b5) 4 .

●解 (1) (103) 5 = 103 ×5 = 1015 .

(2) (b5) 4 = b5 ×4 = b20 .

练　 习
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　1. 判断下列计算是否正确,并说明理由:

(1) (a3) 5 = a8;

(2) a3·a5 = a15;

(3) (a2) 3·a4 = a9 .

2. 计算:

(1) (22) 2;　 　 　 (2) (y2) 5;　 　 　 (3) (x4) 3;　 　 　 (4) (y3) 2·(y2) 3 .

　 　 3. 积的乘方

根据乘方的意义和乘法运算律填空:
(1) (ab) 2 = (ab)·(ab)

= (aa)·(b b)

= a(　 　 )b(　 　 );

(2) (ab) 3 = 　 　 　 　 　 　 　 　 　
= 　 　 　 　 　 　 　 　 　
= a(　 　 )b(　 　 );

　
　 　 利用这个法

则,可直接计算

幂的乘方.华
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　 　 (3) (ab) 4 = 　 　 　 　 　 　 　 　 　
= 　 　 　 　 　 　 　 　 　
= a(　 　 )b(　 　 ) .

概括

　 (ab) n = (ab)·(ab)·…·(ab)

üþ ýï ï ï ï ï ï ï ï ï ï

n个

= (a·a·…·a

üþ ýï ï ï ï ï

n个

)·(b·b·…·b
üþ ýï ï ï ï

n个

)

= anbn .
可得

(ab) n = anbn(n 为正整数) .

这就是说,积的乘方,把积的每一个因式分别乘方,
再把所得的幂相乘.

●例 3 计算:
(1) (2b) 3;　 　 　 　 　 　 　 　 　 (2) (2a3) 2;
(3) ( - a) 3;　 　 (4) ( - 3x) 4 .

●解 (1) (2b) 3 = 23b3 = 8b3 .
(2) (2a3) 2 = 22 × (a3) 2 = 4a6 .
(3) ( - a) 3 = ( - 1) 3·a3 = - a3 .
(4) ( - 3x) 4 = ( - 3) 4·x4 = 81x4 .

练　 习
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　

　
　

　
　

　
　

　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　

　
　

　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　

　
　

　
　

　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　

　
　

　
　

　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　

　
　

　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　

　
　

　1. 判断下列计算是否正确,并说明理由:

(1) (x y3) 2 = x y6;　 　 　 　 　 　 　 (2) ( - 2x) 3 = - 6x3 .

2. 计算:

(1) (3a) 2;　 　 (2) ( - 3a) 3;

(3) (ab2) 2;　 　 (4) ( - 2 × 103) 3 .

　 　 观察这几道

题的计算结果,你
能发现什么规律?
设 n 为 正 整 数,
(ab) n 等于什么?

　 　 利用这个法

则,可直接计算

积的乘方.

　 　 - a 看 成

( - 1)a.
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　 　 4. 同底数幂的除法

我们已经知道同底数幂的乘法法则: am·an = am + n,
那么同底数幂怎么相除呢?

用你熟悉的方法计算:
(1) 25 ÷ 22 = 　 　 　 　 ;
(2) 107 ÷ 103 = 　 　 　 　 ;
(3) a7 ÷ a3 = 　 　 　 　 (a ≠0) .

由上面的计算,我们发现:

25 ÷ 22 = 23 = 25 -2;

107 ÷ 103 = 104 = 107 -3;

a7 ÷ a3 = a4 = a7 -3 .

概括

一般地,设 m、 n 为正整数, m > n, a ≠0,有

am ÷ an = am - n .

这就是说,同底数幂相除,底数不变,指数相减.

根据除法的意义推导同底数幂的除法法则

前面我们通过一些计算,归纳、探索出同底数幂的除法法则. 下

　 　 你是怎样计

算的? 从 这 些 计

算结果中你能发

现什么?

　 　 你能根据除

法的意义来说明

这些运算结果是

怎么得到的吗?
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面我们根据除法的意义来推导同底数幂的除法法则:
因为除法是乘法的逆运算,计算 am ÷ an (m、 n 都是正整数,且

m > n, a≠0)实际上是要求一个式子,使

an·(　 　 ) = am .

假设这个式子是 ak(k 是正整数,待定),即应有

an·ak = am,

即 an+k = am,

所以 n + k = m,

得 k = m - n.

因此,要求的式子应是 am - n .
由同底数幂的乘法法则,可知

an·am-n = an+(m-n) = am,

所以 am - n满足要求,从而有

am ÷ an = am-n(m、 n 都是正整数,且 m > n, a ≠0) .

●例 4 计算:
(1) a8 ÷ a3;
(2) ( - a) 10 ÷ ( - a) 3;
(3) (2a) 7 ÷ (2a) 4 .

●解 (1) a8 ÷ a3 = a8 -3 = a5 .

(2) ( - a)10 ÷ ( - a)3 = ( - a)10-3 = ( - a)7 = - a7 .

(3) (2a) 7 ÷ (2a) 4 = (2a) 7 -4 = (2a) 3 = 8a3 .

思考

你能用(a + b)的幂表示 (a + b)4 ÷ (a + b)2 的结果吗?

　 　 以后,如果

没有特别说明,
我们总假设所给

出的式子是有意

义的. 本例中我

们约定 a≠0.
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练　 习
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　1. 填空:

(1) a5·( 　 　 ) = a9;　 　 　 　 　 　 (2) ( 　 　 )·( - b) 2 = ( - b) 7;

(3) x6 ÷ ( 　 　 ) = x;　 　 (4) ( 　 　 ) ÷ ( - y) 3 = ( - y) 7 .

2. 计算:

(1) a10 ÷ a2;　 　 (2) ( - x) 9 ÷ ( - x) 3;

(3) m8 ÷ m2·m3;　 　 (4) (a3) 2 ÷ a6 .

　 　 习题 12. 1

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　1. 计算:(结果以幂的形式表示)

(1) 93 × 95;　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 (2) 35 × 27;

(3) a7·a8;　 　 (4) x2·x3·x4 .
2. 计算:

(1) (103) 3;　 　 (2) (a3) 7;

(3) (x2) 4;　 　 (4) (a2) 3·a5 .
3. 判断下列等式是否正确,并说明理由:

(1) a2·a2 = (2a) 2;　 　 (2) a2·b2 = (ab) 4;

(3) a12 = (a2) 6 = (a3) 4 = (a5) 7 .
4. 计算:

(1) (3 × 105) 2;　 　 (2) (2x) 2;

(3) ( - 2x) 3;　 　 (4) a2·(ab) 3;

(5) (ab) 3·(ac) 4 .
5. 计算:

(1) x12 ÷ x4;　 　 (2) ( - a) 6 ÷ ( - a) 4;

(3) (p3) 2 ÷ p5;　 　 (4) a10 ÷ ( - a2) 3 .
6. 判断下列计算是否正确,如果不正确,请予以改正:

(1) (a2b) 2 = a2b2;　 　 　 　 　 　 　 (2) a6 ÷ a2 = a3;

(3) (3x y2) 2 = 6x2y4;　 　 (4) ( - m) 7 ÷ ( - m) 2 = m5 .
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　7. 计算:

(1) (a3) 3 ÷ (a4) 2;　 　 　 　 　 　 　 　 (2) (x2y) 5 ÷ (x2y) 3;

(3) x2·(x2) 3 ÷ x5;　 　 (4) (y3) 3 ÷ y3 ÷ ( - y2) 2 .
8. 用多少张边长为 a 的正方形硬纸卡片,能拼出一个新的正方形? 试写出三个

答案,并用两种方法表示新正方形的面积. 从不同的表示方法中,你能发现

什么?

12.2 　 整式的乘法

　 　 1. 单项式与单项式相乘

计算:
(1) (2 × 103) × (5 × 102);
(2) 2x3·5x2 .

●例 1 计算:

(1) 3x2y·( - 2x y3);

(2) ( - 5a2b3)·( - 4b2c) .

●解 (1) 3x2y·( - 2x y3)

= [3·( - 2)]·(x2·x)·(y·y3)

= - 6x3y4 .

(2) ( - 5a2b3)·( - 4b2c)

= [( - 5)·( - 4)]·a2·(b3·b2)·c

= 20a2b5c.

　 　 将 2x3 和 5x2

分别看成2·x3 和

5·x2, 利 用 乘 法

交换律和结合律

进行计算.

　 　 总结一下,
怎样进行单项式

的乘法?
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概括

单项式与单项式相乘,只要将它们的系数、相同字母

的幂分别相乘,对于只在一个单项式中出现的字母,连同

它的指数一起作为积的一个因式.

讨论

练　 习
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　1. 计算:

(1) 3a2·2a3;　 　 　 　 　 　 　 　 　

(2) ( - 9a2b3)·8ab2;

(3) ( - 3a2) 3·( - 2a3) 2;　 　

(4) - 3x y2 z·(x2y) 2 .

2. 光速约为 3 × 108 米 / 秒,太阳光射到地球上的时间约为 5 × 102 秒,地球与太阳的

距离约是多少米?

3. 小明的步长为 a 厘米,他量得一间屋子长 15 步、宽 14 步,这间屋子的面积是多少

平方厘米?

　 　 你能分别说出

a·b、3a·2a和 3a·5ab
的几何意义吗? 　
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　 　 2. 单项式与多项式相乘

计算: 2a2·(3a2 - 5b) .

●例 2 计算: ( - 2a2)·(3ab2 - 5ab3) .

●解 ( - 2a2)·(3ab2 - 5ab3)
= ( - 2a2)·3ab2 + ( - 2a2)·( - 5ab3)

= - 6a3b2 + 10a3b3 .

概括

单项式与多项式相乘,将单项式分别乘以多项式的

每一项,再将所得的积相加.

练　 习
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　

　
　

　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　

　
　

　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　

　
　

　
　

　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　

　
　

　
　

　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　

　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　

　
　

　
　

　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　
　

　
　

　
　

　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　

　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　

　
　

　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　

　
　

　
　1. 计算:

(1) 3x3y·(2x y2 - 3x y);

(2) 2x·(3x2 - x y + y2) .

2. 化简: x(x2 - 1) + 2x2(x + 1) - 3x(2x - 5) .

　 　 3. 多项式与多项式相乘

回忆

我们再来看一看本章导图中的问题:

　 　 利用乘法分配

律,不难算吧?!

　 　 总结一下,
怎样将单项式

与多项式相乘?
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某地区在退耕还林期间,将一块长 m 米、宽 a 米的

长方形林地的长、宽分别增加 n 米和 b 米. 用两种方法表

示这块林地现在的面积.

现在这块长方形林地的长为 (m + n) 米, 宽为

(a + b) 米,因而它的面积为(m + n)(a + b) 平方米.
也可以这样理解: 如图 12. 2. 1 所示,这块林地由四

小块组成,它们的面积分别为 ma 平方米、mb 平方米、na
平方米和nb 平方米,故这块林地的面积为(m a + mb +
na + nb)平方米.

由于 (m + n)(a + b) 和(ma + mb + na + nb) 表示

同一块林地的面积,故有

(m + n)(a + b) = ma + mb + na + nb.

实际上,把 (m + n) 看成一个整体,有

(m + n)(a + b) = (m + n)a + (m + n)b
= ma + mb + na + nb.

如下式所示,等式的右边可以看作左边用线相连的

各项乘积的和:

概括

这个等式实际上给出了多项式乘以多项式的法则:
多项式与多项式相乘,先用一个多项式的每一项分

别乘以另一个多项式的每一项,再把所得的积相加.

●例 3 计算:
　 　 (1) (x + 2)(x - 3);
　 　 (2) (2x + 5y)(3x - 2y) .

●解 (1) (x + 2)(x - 3)

= x2 - 3x + 2x - 6
= x2 - x - 6.

图 12. 2. 1

　 　 你还能用

其他方法得出

这个等式吗?

　 　 计算结果中的

- x 是怎么得到的?
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(2) (2x + 5y)(3x - 2y)

= 6x2 - 4x y + 15yx - 10y2

= 6x2 + 11x y - 10y2 .

●例 4 计算:
(1) (m - 2n)(m2 + mn - 3n2);
(2) (3x2 - 2x + 2)(2x + 1) .

●解 (1) (m - 2n)(m2 + mn - 3n2)
= m·m2 + m·mn - m·3n2 - 2n·m2 -
　2n·mn + 2n·3n2

= m3 + m2n - 3mn2 - 2m2n - 2mn2 + 6n3

= m3 - m2n - 5mn2 + 6n3 .
(2) (3x2 - 2x + 2)(2x + 1)
= 6x3 + 3x2 - 4x2 - 2x + 4x + 2
= 6x3 - x2 + 2x + 2.

练　 习
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　

　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　

　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　

　
　

　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　

　
　

　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　
　

　
　

　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　

　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　

　
　计算:

1. (x + 5)(x - 7);　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 2. (x + 5y)(x - 7y);

3. (2m + 3n)(2m - 3n);　 　 4. (2a + 3b) 2 .

　 　 习题 12. 2

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　1. 计算:

(1) 5a3·8a2;　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

(2) 11a12·( - 12a11);

(3) 2x2·( - 3x) 4;　 　

(4) ( - 8x y2)· - 1
2 x( )

3

.
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(第 2 题)

2. 世界上最大的金字塔———胡夫金字塔高达

146. 6 米,底边长 230. 4 米,用了约2. 3 × 106 块

大石块,每块重约 2. 5 × 103 千克. 请问: 胡夫金

字塔总重约为多少千克?
3. 计算:

(1) - 3x·(2x2 - x + 4);　 　 　 　

(2) 5
2 x y· - x3y2 + 4

5 x2y3( ).

4. 计算:

(1) x 1
2 x + 1( ) - 3x 3

2 x - 2( ); (2) y2(y - 1) + 2y(y2 - 2y + 3) .

5. 计算:
(1) (x + 5)(x - 6);　 　 (2) (2x + 1)(2x + 3);
(3) (3x + 4)(3x - 4);　 　 (4) (9x + 4y) 2 .

6. 计算:
(1) (3x - 1)(2x2 + 3x - 4);　 　 (2) (x + 2y)(x2 - 2xy + 4y2) .

12.3 　 乘法公式

　 　 1. 两数和乘以这两数的差

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　

用多项式乘法法则计算: (a + b)(a - b) .

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 .
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　 　 这两个特殊的多项式相乘,得到的结果特别简洁:

(a + b)(a - b) = a2 - b2 .

这就是说,两数和与这两数差的积,等于这两数的平

方差.
这个公式叫做两数和与这两数差的乘法公式,有时

也简称为平方差公式.

　 　 观察图 12. 3. 1,用等式表示下图中图形面积的运算:

　 　 　 　 　 　 = 　 　 　 　 　　 - 　 　 　 　 　 .

●例 1 计算:
(1) (a + 3)(a - 3); 　 (2) (2a + 3b)(2a - 3b);
(3) (1 + 2c)(1 - 2c);　 　(4) ( - 2x - y)(2x - y) .

●解 (1) (a + 3)(a - 3)
= a2 - 32

= a2 - 9.
(2) (2a + 3b)(2a - 3b)
= (2a) 2 - (3b) 2

= 4a2 - 9b2 .
(3) (1 + 2c)(1 - 2c)
= 12 - (2c) 2

= 1 - 4c2 .
(4) ( - 2x - y)(2x - y)
= ( - y - 2x)( - y + 2x)
= ( - y) 2 - (2x) 2

= y2 - 4x2 .

　 　 利用这个公

式,可以直接计

算两数和乘以这

两数的差.

　 图 12. 3. 1

　 　 你还有其他

解法吗?
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●例 2 计算: 1 998 × 2 002.

●解 1 998 × 2 002　 　 　 　 　
= (2 000 - 2) × (2 000 + 2)
= 2 0002 - 22

= 4 000 000 - 4
= 3 999 996.

●例 3 街心花园有一块边长为 a 米的正方形草坪,
经统一规划后,南北向增加 2 米,东西向减少 2 米. 改造

后得到一块长方形的草坪. 求这块长方形草坪的面积.

●解 (a + 2)(a - 2) = a2 - 4.
答: 改造后的长方形草坪的面积是(a2 - 4)平方米.
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　1. 计算:

(1) 2x + 1
2( ) 2x - 1

2( );　 　 　 　 　 　 (2) ( - x + 2)( - x - 2);

(3) ( - 2x + y)(2x + y);　 　 (4) (y - x)( - x - y) .
2. 计算:

(1) 498 × 502;　 　 (2) 999 × 1 001.
3. 用一定长度的篱笆围成一个长方形区域,小明认为围成一个正方形区域可使面积

最大,而小亮认为不一定. 你认为如何? 说说你的道理.

　 　 2. 两数和(差)的平方

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　

用多项式乘法法则计算: (a + b) 2 .

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 .

　 　 写成两数和

乘以这两数差的

形式,可使计算

简便!
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　 　 我们又得到一个漂亮的结果:

(a + b) 2 = a2 + 2ab + b2 .

这就是说,两数和的平方,等于这两数的平方和加上

它们的积的 2 倍.
这个公式叫做两数和的平方公式.

观察图 12. 3. 2,用等式表示下图中图形面积的运算:

　 　 　 　 　 　 　 = 　 　 　 　 　 　+ 　　 　 　 　 　 + 　 　 　 　 .

●例 4 计算:

(1) (2x + 3y) 2;　 　 　 　 　 (2) 2a + b
2( )

2

.

●解 (1) (2x + 3y) 2

= (2x) 2 + 2·2x·3y + (3y) 2

= 4x2 + 12xy + 9y2 .

(2) 2a + b
2( )

2

= (2a) 2 + 2·2a· b
2 + b

2( )
2

= 4a2 + 2ab + b2

4 .

推导两数差的平方公式.

　 　 利用这个公式,
可以直接计算两数

和的平方.

图 12. 3. 2

　 　 把 2x 看作

a, 3y 看作 b,直

接代入公式.
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　 　 我们可以根据多项式的乘法法则直接计算 (a - b)2 .
注意到 a - b = a + ( - b),也可以利用两数和的平方公式

来计算,即

(a - b) 2 = [a + ( - b)] 2 　 　 　 　
= a2 + 2a( - b) + ( - b) 2

= a2 - 2ab + b2 .

这样就得到了两数差的平方公式:

(a - b) 2 = a2 - 2ab + b2 .

这就是说,两数差的平方,等于这两数的平方和减去

它们的积的 2 倍.

●例 5 计算:
(1) (3x - 2y) 2;

(2) - 1
2 m + 1( )

2
.

●解 (1) (3x - 2y) 2

= (3x) 2 - 2·3x·2y + (2y) 2

= 9x2 - 12xy + 4y2 .

(2) 解法 1　 - 1
2 m + 1( )

2

= - 1
2 m( )

2
+ 2· - 1

2 m( )·1 + 12

= 1
4 m2 - m + 1.

解法 2　 - 1
2 m + 1( )

2

= 1 - 1
2 m( )

2

= 12 - 2·1·1
2 m + 1

2 m( )
2

= 1 - m + 1
4 m2 .

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　 　　　　　　　　　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　 　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　

你 能 用 图

12. 3. 3 中 的面积

关系来解释两数

差的平方公式吗?

图 12. 3. 3

　 　 你还有其

他解法吗?
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练　 习
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　

　
　

　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　1. 计算:

(1) (x + 3) 2;　 　 　 　 　 　 　 　 (2) (2x + y) 2 .

2. 计算:

(1) (x - 3) 2;　 　 (2) (2m - 3n) 2 .

3. 计算:

(1) ( - 2m + n) 2;　 　 (2) ( - 2m - n) 2 .

末位数字是 5 的两位数平方的速算法则

你能很快算出 752 吗? 我们一起来探索一下,末位数字是 5 的两

位数的平方有什么规律. 请你用计算器计算下列算式:
152 = 　 　 　 　 ; 252 = 　 　 　 　 ; 352 = 　 　 　 　 ;
452 = 　 　 　 　 ; 552 = 　 　 　 　 ; 652 = 　 　 　 　 ;
752 = 　 　 　 　 ; 852 = 　 　 　 　 ; 952 = 　 　 　 　 .
从这些计算结果中,你能发现什么?
我们发现了一个速算法则:
末位数字是 5 的两位数的平方,可以先写出它的十位数字与其下

一个自然数的乘积,再在末尾接着写上 25.
例如,计算 752 . 因为 7 × 8 = 56,所以 752 = 5 625.

这是什么道理呢? 我们可以应用两数和的平方公式来说明:
设一个两位数的个位数字是 5,十位数字是 n,则这个两位数等于

10n + 5,所以

(10n + 5)2 = 100n2 + 100n + 25 = 100n(n + 1) + 25.
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　 　 上面得到的等式,对于任意的正整数 n 都是成立的. 如果 n 是一个

两位数或者三位数等等,那么 10n + 5 就是一个三位数或者四位数等

等,因此,对于个位数是5 的三位数、四位数等,这个速算法则同样适用.
例如,计算 1952 . 因为 19 × 20 = 380,所以 1952 = 38 025.

据一份资料介绍,可以按下面的步骤用心算来计算:

13 × 12.
(第一个因数)　 　 (第二个因数)

第一步:把第一个因数(13)与第二个因数的个位数(2)相加:
13 + 2 = 15;

第二步:把第一步的结果乘以 10(也就是说后面加个 0): 15 ×
10 = 150;

第三步:把第一个因数的个位数(3)乘以第二个因数的个位数

(2): 3 × 2 = 6;　
第四步:把第二、三两步的结果相加: 150 + 6 = 156. 这就是要求

的计算结果,即得 13 × 12 = 156.
用这样的方法,就可以用心算很快算出从 11 到 19 这九个两位数

中任何两个的乘积. 这真是太神奇了!
请你试着用这个法则计算: 14 × 13; 16 × 17; 15 × 18; 19 × 13;

……
你能用整式的乘法法则来说明这个速算法则的原理吗?

　 　 习题 12. 3

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

　
　
　
　
　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　1. 计算:

(1) (a + 2b)(a - 2b);　 　 　 　 　 　 　 (2) (2a + 5b)(2a - 5b);

(3) (x2 - 1)(1 + x2);　 　 (4) - 1
3 s + 1

2 t( ) 1
3 s + 1

2 t( ).
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　2. 计算:

(1) (3a + b) 2;　 (2) 2a + 1
3 b( )

2

;　 (3) (2a - 4b) 2;　 (4) 1
2 a - 1

3 b( )
2
.

3. 计算:
(1) ( - m2 - 2m) 2;　 　 　 　 　 　 　 　 (2) ( - 2x + y)( - 2x - y);
(3) (2a + 1)( - 2a - 1) .

4. 填空:

(1) a2 + 6a + 　 　 = (a + 　 　 ) 2;　 　 (2) 4x2 - 20x + 　 　 = (2x - 　 　 ) 2;

(3) a2 + b2 = (a - b) 2 + 　 　 ;　 　 (4) (x - y) 2 + 　 　 = (x + y) 2 .

贾 宪 三 角

　 　 贾宪三角(如图 1)最初于 11 世纪被发现,在我国北宋时期数学家贾宪的

《黄帝九章算法细草》一书中,原名“开方作法本源图”,用来作开方运算,在数学

史上占有领先地位. 我国南宋时期数学家杨辉于 1261 年写下的《详解九章算法》
一书中记载着这一图表. 因此,后人把这个图表称作贾宪三角或杨辉三角.

图 1
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　 　 在欧洲,贾宪三角则被人们称为“帕斯卡三角”,这是因为法国数学家帕斯

卡于 1654 年发表了此“三角”,这比我国已经迟了近 600 年. 其实,数学史上有不

少人各自独立地绘制过类似图表,如 1427 年阿拉伯的阿尔·卡西,1527 年德国

的阿皮亚纳斯,1544 年德国的施蒂费尔,1545 年法国的薛贝尔等.
贾宪三角在历史上被不同时代的人绘制出来,有着不同的应用指向. 贾宪将

它应用于开方运算,注重增乘方法,并把这种方法推向求高次方根;帕斯卡关心

数字三角阵的性质探讨,并把这种性质推广到组合数的性质上;施蒂费尔则注重

二项展开式系数间的关系;还有我国元代数学家朱世杰于 13 世纪巧妙地利用贾

宪三角得出了一系列级数求和的重要公式,并且利用这些公式求出许多更为复

杂的级数之和,这在当时世界上也处于领先水平.
与我们现在的学习联系最紧密的是二项式乘方展开式的系数规律. 如图 2,在

贾宪三角中,第三行的三个数(1, 2, 1)恰好对应着两数和的平方 (a + b)2
的展开

式 a2 + 2ab + b2
的系数. 类似地, 通过计算可以发现: 第四行的四个数

(1, 3, 3, 1) 恰好对应着两数和的立方(a + b) 3
的展开式 a3 + 3a2b + 3ab2 + b3

的系数,第五行的五个数(1, 4, 6, 4, 1) 恰好对应着两数和的四次方(a + b) 4
的

展开式a4 + 4a3b + 6a2b2 + 4ab3 + b4
的系数,等等. 由此可见,贾宪三角可以看作

是对两数和平方公式的推广.

(a + b) 0…………
(a + b) 1…………
(a + b) 2…………
(a + b) 3…………
(a + b) 4…………
(a + b) 5…………
(a + b) 6…………

　 　

1
1 　 　 1

1 　 　 2 　 　 1
1 　 　 3 　 　 3 　 　 1

1 　 　 4 　 　 6 　 　 4 　 　 1
1 　 　 5 　 　 10　 　 10　 　 5 　 　 1

1 　 　 6 　 　 15　 　 20　 　 15　 　 6 　 　 1

图 2

贾宪三角告诉了我们二项式乘方展开式的系数规律,你发现其中的字母及

字母指数的排列规律了吗? 请你试着写出 (a + b) 5、(a + b) 6
与(a + b) 7

的展

开式.
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12.4 　 整式的除法

　 　 1. 单项式除以单项式

计算: 12a5c2 ÷ 3a2∗.

根据除法的意义,上面的计算就是要求一个式子,使
它与 3a2 相乘的积等于 12a5c2 .

因为 (4a3c2)·3a2 = 12a5c2,
所以 12a5c2 ÷ 3a2 = 4a3c2 .

概括

单项式相除,把系数、同底数幂分别相除作为商的因

式,对于只在被除式中出现的字母,则连同它的指数一起

作为商的一个因式.

●例 1 计算:
(1) 24a3b2 ÷ 3ab2; 　 　 (2) - 21a2b3c ÷ 3ab;
(3) (6xy2) 2 ÷ 3xy.

●解 (1) 24a3b2 ÷ 3ab2

= (24 ÷ 3)(a3 ÷ a)(b2 ÷ b2)
= 8a3 -1·1
= 8a2 .

(2) - 21a2b3c ÷ 3ab
= ( - 21 ÷ 3)a2 -1b3 -1c
= - 7ab2c.

∗ 把这个算式中的两个单项式 12a5 c2 和 3a2 分别看成一个整体,这个算式就是(12a5 c2) ÷ (3a2) 的

意思. 下同.

　

　 　 这里商式的

系数 4 和字母因

式 a3c2 是怎样计

算出来的? 你能

总结出单项式相

除的法则吗?

　 　 注意:
b2 ÷ b2 = 1.
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　 　 (3) (6xy2) 2 ÷ 3xy

= 36x2y4 ÷ 3xy

= 12xy3 .

思考

你能用 (a - b) 的幂表示12(a - b) 5 ÷ 3(a - b) 2 的

结果吗?

练　 习
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　

　
　

　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　

　
　

　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　

　
　

　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　

　
　

　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　

　
　

　
　

　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　

　
　

　
　

　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　

　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　

　
　

　
　

　填表:

被除式 6x3y3 - 42x3y3 - 42x3y3

除　 式 2x y - 6x2y2

商 7x3

　 　 2. 多项式除以单项式

计算:
(1) (a x + b x) ÷ x;
(2) (ma + mb + mc) ÷ m.

根据除法的意义,容易探索、计算出结果. 以题(2)
为例, (ma + mb + mc) ÷ m就是要求一个式子,使它与m
的积是 ma + mb + mc.

因为 m(a + b + c) = ma + mb + mc,

所以 (ma + mb + mc) ÷ m = a + b + c.

　

　 　 这里,商式中

的项 a、 b 和 c 是怎

样得到的? 你能总

结出多项式除以单

项式的法则吗?
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概括

多项式除以单项式,先用这个多项式的每一项除以

这个单项式,再把所得的商相加.

●例 2 计算:

(1) (9x4 - 15x2 + 6x) ÷ 3x;

(2) (28a3b2c + a2b3 - 14a2b2) ÷ ( - 7a2b) .

●解 (1) (9x4 - 15x2 + 6x) ÷ 3x

= 9x4 ÷ 3x - 15x2 ÷ 3x + 6x ÷ 3x

= 3x3 - 5x + 2.

(2) (28a3b2c + a2b3 - 14a2b2) ÷ ( - 7a2b)

= 28a3b2c ÷ ( - 7a2b) + a2b3 ÷ ( - 7a2b) -

14a2b2 ÷ ( - 7a2b)

= - 4ab c - 1
7 b2 + 2b.

练　 习
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　1. 计算:

(1) (3ab - 2a) ÷ a;　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 (2) (5a x2 + 15x) ÷ 5x;

(3) (12m2n + 15m n2) ÷ 6m n;　 　 (4) (x3 - 2x2y) ÷ ( - x2) .

2. 计算:

(1) (4a3b3- 6a2b3c - 2ab5) ÷ ( - 2ab2);

(2) x2y3- 1
2 x3y2+ 2x2y2( )÷ 1

2 x y2 .
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　 　 习题 12. 4

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　1. 计算:

(1) - 21a2b3 ÷ 7a2b;　 　 　 　 　 　 　 　 　 (2) 7a5b2c3 ÷ ( - 3a3b);

(3) - 1
2 a4x4( ) ÷ - 1

6 a3x2( );　 　 (4) (16x3 - 8x2 + 4x) ÷ ( - 2x) .

2. 计算:

(1) (6a3b - 9a2c) ÷ 3a2;

(2) (4a3 - 6a2 + 9a) ÷ ( - 2a);

(3) ( - 4m4 + 20m3n - m2n2) ÷ ( - 4m2);

(4) x2y - 1
2 x y2 - 2x y( ) ÷ 1

2 x y.

3. 计算:

(1) (12p3q4 + 20p3q2 r - 6p4q3) ÷ ( - 2pq) 2;

(2) [4y(2x - y) - 2x(2x - y)] ÷ (2x - y) .

4. 聪聪在一次数学课外活动中发现了一个奇特的现象:他随便想一个非零的有理

数,把这个数平方,再加上这个数,然后把结果除以这个数,最后减去这个数,所
得结果总是 1. 你能说明其中的道理吗?

12.5 　 因式分解

回忆

运用前面所学的知识填空:
(1) m(a + b + c) = 　 　 　 　 　 　 ;
(2) (a + b)(a - b) = 　 　 　 　 ;
(3) (a + b) 2 = 　 　 　 　 　 　 　 　 .
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观察上面三个等式,填空:
(1) ma + mb + mc = (　 　 )(　 　 　 　 );
(2) a2 - b2 = (　 　 　 　 )(　 　 　 　 );
(3) a2 + 2ab + b2 = (　 　 　 　 ) 2 .

概括

“回忆”中的三个等式是我们已熟悉的整式乘法运

算,而“试一试”中的三个等式,其过程正好与整式的乘

法相反,它是把一个多项式化为几个整式的积的形式.
把一个多项式化为几个整式的积的形式,叫做多项

式的因式分解(factorization) .
多项式ma + mb + mc中的每一项都含有一个相同的

因式m,我们称之为公因式(common factor) . 把公因式提

出来,多项式 ma + mb + mc就可以分解成两个因式 m和

(a + b + c) 的乘积了. 像这种因式分解的方法,叫做提公

因式法.
“试一试”中的题(2)和题(3),实际上是将乘法公

式反过来用,来进行因式分解的. 这种因式分解的方法称

为公式法.

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　

把下列多项式分解因式:
(1) 3a + 3b = 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ;
(2) 5x - 5y + 5z = 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ;
(3) x2 - 4y2 = 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ;
(4) m2 + 6mn + 9n2 = 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 .

　 　 “回忆”和“试
一试”得到的这两

组等式,有什么联

系和区别?

　 　
　 　 还记得整数

的因数分解与乘

法之间的关系吗?
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　 　●例 1 把下列多项式分解因式:

(1) - 5a2 + 25a;

(2) 3a2 - 9ab;

(3) 25x2 - 16y2;

(4) x2 + 4x y + 4y2 .

●解 (1) - 5a2 + 25a

= - 5a(a - 5) .

(2) 3a2 - 9ab

= 3a(a - 3b) .

(3) 25x2 - 16y2

= (5x) 2 - (4y) 2

= (5x + 4y)(5x - 4y) .

(4) x2 + 4x y + 4y2

= x2 + 2·x·2y + (2y) 2

= (x + 2y) 2 .

●例 2 把下列多项式分解因式:

(1) 4x3y - 4x2y2 + x y3;

(2) 3x3 - 12x y2 .

●解 (1) 4x3y - 4x2y2 + x y3

= x y(4x2- 4x y + y2)

= x y(2x - y) 2 .
(2) 3x3 - 12x y2

= 3x(x2 - 4y2)

= 3x[x2 - (2y) 2]

= 3x(x + 2y)(x - 2y) .

　 　 你知道如

何检验因式分

解的正确性吗?

　 　 先提公因

式,再运用公式.
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练　 习
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　1. 判断下列因式分解是否正确,并说明理由. 如果不正确,请写出正确答案.

(1) 4a2 - 4a + 1 = 4a(a - 1) + 1;

(2) x2 - 4y2 = (x + 4y)(x - 4y) .

2. 把下列多项式分解因式:

(1) a2 + a;　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 (2) 4ab - 2a2b;

(3) 9m2 - n2;　 　 (4) 2am2 - 8a;

(5) 2a2 + 4ab + 2b2 .

　 　 习题 12. 5

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　

(第 3 题)

1. 把下列多项式分解因式:

(1) 3x + 3y;　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 (2) - 24m2x - 16n2x;

(3) x2 - 1;　 　 (4) (x y) 2 - 1;

(5) a4x2 - a4y2;　 　 (6) 3x2 + 6x y + 3y2;

(7) (x - y) 2 + 4x y;　 　 (8) 4a2 - 3b(4a - 3b) .
2. 先分解因式,再求值:

2x(a - 2) - y(2 - a),其中 a = 0. 5, x = 1. 5, y = - 2.
3. 在一块边长为 a = 6. 6 米的正方形空地的四角均留

出一块边长为 b = 1. 7 米的正方形空地修建花坛,其
余的地方种植草坪. 问草坪的面积有多大?
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　 　 一、 知识结构

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　
　
　
　

　　　　　　　　　　　　　　　　
　
　
　幂的运算

am·an = am+n 　 　 am ÷ an = am-n

(am) n = amn 　 　 (ab) n = anbn

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　　　　　　　　单项式乘以单项式 􀜛􀜛􀜛􀜛􀜛􀜛􀜛􀜛􀜛􀜛􀜛􀜛􀜛􀜛􀜛􀜛􀜛􀜛􀜛􀜛

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　　　　　　　　单项式乘以多项式
􀜛􀜛􀜛􀜛􀜛􀜛􀜛􀜛􀜛􀜛􀜛􀜛􀜛􀜛􀜛􀜛􀜛􀜛􀜛􀜛􀜛

　 　 　 　 　 　　　　　因式分解

　 　 　 　 　 　 　　　　　　提公因式法
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　　　　　　　　多项式除以单项式

　 　 　 　 　 　 　　　　　　公 式 法
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　　　　　　　　多项式乘以多项式

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　
　
　
　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　
　
　

乘法公式 　
(a + b)(a - b) = a2 - b2

(a + b) 2 = a2 + 2ab + b2

(a - b) 2 = a2 - 2ab + b2

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　　　　　　　　单项式除以单项式

二、 要点

1. 本章主要研究整式的乘法和除法,我们经历了对运算法则的探

索、推导和应用的过程.
以整式的乘法为例,首先研究了幂的运算,接着逐步研究单项式

乘以单项式、单项式乘以多项式和多项式乘以多项式,由特殊到一般,
由已知到未知,由简到繁,层层深入,逐步发展,反映了人们对数学知

识的认识和发展过程.
从运算来说,核心思想是化归. 多项式(单项式)乘以多项式,归结

为项与项相乘,即单项式乘以单项式. 单项式乘以单项式归结为系数

相乘和同底数幂的乘法. 幂的运算是它们的基础. 探索和推导所有这

些整式运算法则的依据,从根本上说是沿用了数的运算律.
2. 有一些特殊形式的多项式乘法运算,结果较为简洁,在计算中

可以作为乘法公式直接运用. 这些公式用图形的面积来解释,直观明
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了,反映了数与形的美妙结合. 乘法公式不仅可以使式的运算或变形

更加简便,为进一步学习其他数学知识(例如因式分解、用配方法解二

次方程、研究二次函数等)奠定必要的基础,而且公式的简洁、对称、和
谐给我们以数学美的享受.

3. 多项式的因式分解与整数的因数分解相类似,它与整式乘法的

过程恰好相反. 我们可以用整式的乘法法则和乘法公式得到因式分解

的方法,也可以用整式乘法来检验因式分解的正确性.
整式与整数还有着许多类似之处. 例如,两个整数的和、差、积仍

是整数,但两个整数的商(除数不为零)却未必是整数,从而需要引进

分数;类似地,两个整式的和、差、积仍是整式,但两个整式的商(除式

不为零)未必是整式,从而需要引进新的代数式(分式),对此我们将在

八年级下学期第 16 章作进一步研究. 本章研究的整式除法只涉及可整

除的情形.
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A组

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 1. 计算:

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　(1) a10·a8;　 　 　 　 　 　 (2) (x y) 2·(x y) 3;

(3) [( - x) 3] 2;　 　 (4) [( - x) 2] 3;

(5) ( - 2mn2) 3;　 　 (6) (y3) 2·(y2) 4 .
2. 计算:

(1) 2a·3a2;　 　 (2) ( - 3x y)·( - 4y z);

(3) ( - 2a2) 2·( - 5a3);　 　 (4) ( - 3x)·(2x2 - x - 1);
(5) (x - 2)(x - 6);　 　 (6) (2x - 1)(3x + 2);
(7) (y - 2)(y2 - 6y - 9);　 　 (8) (p - 6q)(p2 + p q + q2) .

3. 计算:
(1) (x + 2)(x - 2);　 　 (2) (m + n)(m - n);
(3) ( - m - n)( - m + n);　 　 (4) ( - m - n)(m + n);

(5) ( - m + n)(m - n);　 　 (6) 2
3 x + 3

4 y( )
2

.

4. 计算:
(1) 20132 - 2014 × 2012;
(2) (4 × 104) × (2 × 103) - (6. 5 × 103) × (6 × 103);

(3) (2x + 5) 2 - (2x - 5) 2;

(4) 2x· 1
2 x - 1( ) - 3x· 1

3 x + 2
3( );

(5) ( - 2x2)·( - y) + 3x y· 1 - 1
3 x( );

(6) ( - 6x2) 2 + ( - 3x) 3·x.
5. 计算:

(1) a·a4 ÷ a3;　 　 (2) ( - x) 6 ÷ ( - x) 2·( - x) 3;

(3) 27x8 ÷ 3x4;　 　 (4) - 12m3n3 ÷ 4m2n3;

(5) (6x2y3 z2) 2 ÷ 4x3y4;　 　 (6) ( - 6a2b5c) ÷ ( - 2ab2) 2 .
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　 6. 计算:

(1) (6a4 - 4a3 - 2a2) ÷ ( - 2a2);　 　 (2) (4x3y + 6x2y2 - x y3) ÷ 2x y;

(3) x4 + 2x3 - 1
2 x2( ) ÷ - 1

2 x( )
2

;　 　 (4) (2ab2 - b3) 2 ÷ 2b3 .

7. 计算: [(x - 2y) 2 + (x - 2y)(x + 2y) - 2x(2x - y)] ÷ 2x.
8. 把下列多项式分解因式:

(1) x2 - 25x;　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 (2) 2x2y2 - 4y3 z;

(3) am - an + ap;　 　 (4) x3 - 25x;

(5) 1 - 4x2;　 　 (6) 25x2 + 20x y + 4y2;

(7) x3 - 4x2 + 4x.
9. 先化简,再求值:

(1) 3a(2a2 - 4a + 3) - 2a2(3a + 4),其中 a = - 2;

(2) (a - 3b) 2 + (3a + b) 2 - (a + 5b) 2 + (a - 5b) 2,其中 a = - 8, b = - 6.

B组

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　10. 求下列各式的值:

(1) (3x4 - 2x3) ÷ ( - x) - (x - x2)·3x,其中 x = - 1
2 ;

(2) [(ab + 1)(ab - 2) - 2a2b2 + 2] ÷ ( - ab),其中 a = 3
2 , b = - 4

3 .

11. 已知 (x + y) 2 = 1, (x - y) 2 = 49,求 x2 + y2 与 x y 的值.
12. 已知 a + b = 3, ab = 2,求 a2 + b2 的值.
13. 已知 a - b = 1, a2 + b2 = 25,求 ab 的值.
14. 把下列多项式分解因式:

(1) x(x + y) - y(x + y);　 　 　 　 　 　 (2) (a + b) 2 + 2(a + b) + 1;

(3) 4x4 + 4x3 + x2;　 　 (4) x2 - 16a x + 64a2;
(5) (x - 1)(x - 3) + 1;　 　 (6) (ab + a) + (b + 1) .

15. (1) 一个正方形的边长增加 3 cm,它的面积增加了 45 cm2,求原来这个正方形

的边长.

(2) 一个正方形的边长减少 3 cm,它的面积减少了 45 cm2,原来这个正方形的

边长是多少呢? 它和题(1)的答案相同吗?
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C组

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　16. 已知一个长方形,若它的长增加 4 cm,宽减少 1 cm,则面积保持不变;若它的长

减少 2 cm,宽增加 1 cm,则面积仍保持不变. 求这个长方形的面积.
17. 已知 M 是含字母 x 的单项式,要使多项式 4x2 + M + 1 是某一个多项式的平方,

求 M.
18. 判断下列说法是否正确,并说明理由:

(1) 两个连续整数的平方差必是奇数;

(2) 若 a 为整数,则 a3 - a 能被 6 整除.
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面积与代数恒等式

在前面的学习中,我们已经接触了很多代数恒等式,知道可以用

一些硬纸片拼成的图形面积来解释这些代数恒等式. 例如,图 1 可以

用来解释

(2a) 2 = 4a2,

图 2 可以用来解释

(a + b) 2 = a2 + 2ab + b2 .

图 1
　 　 　 　 　 　 　

图 2

还有很多代数恒等式可以用硬纸片拼成的图形面积来解释. 现
在让我们一起参与下面的实践与探索活动.

(1) 做一些如图 3 所示的正方形和长方形的硬纸片.

图 3

(2) 利用制作的硬纸片拼成一些长方形或正方形,并用所拼成的

图形面积来解释所学的乘法公式及某些幂的运算公式的正确性.
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　 　 (3) 根据图 4,利用面积的不同表示方法写出一个代数恒等式.

图 4

(4) 试写出一个代数恒等式,比如 (a + 2b)(2a - b) = 2a2 +
3ab -2b2,然后用图形的面积来解释它的正确性 .
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13.1　 命题、定理与证明

　 　 1. 命题

我们已经学过一些图形的特性,例如:
(1) 三角形的内角和等于 180°;
(2) 如果两个角是对顶角,那么这两个角相等;
(3) 两直线平行,同位角相等;
(4) 直角都相等.
它们都是判断某一件事情的语句,像这样表示判断

的语句叫做命题(proposition) .
许多命题是由条件和结论两部分组成的. 条件是已

知事项;结论是由已知事项推出的事项. 这样的命题通常

可写成“如果……,那么……”的形式. 用“如果”开始的

部分就是条件,而用“那么”开始的部分就是结论.
例如,在命题(2)中,“两个角是对顶角”是条件,“这

两个角相等”是结论. 有的命题的条件与结论不十分明

显,若将它写成“如果……,那么……”的形式,则容易分

清它的条件与结论. 例如,命题(4)可写成“如果两个角

都是直角,那么这两个角相等” .

●例 1 把命题“三个角都相等的三角形是等边三

角形”改写成“如果……,那么……”的形式,并分别指出

该命题的条件与结论.

●解 这个命题可以写成“如果一个三角形的三

个角都相等,那么这个三角形是等边三角形” . 该命题的

条件是“一个三角形的三个角都相等”,结论是“这个三

角形是等边三角形” .

根据已学过的知识,可以判断前面所列举的命题都

是正确的,也就是说,如果条件成立,那么结论一定成立.
像这样的命题,称为真命题.
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而有些命题,例如:“如果两个角相等,那么它们是

对顶角”;“一个锐角与一个钝角的和等于一个平角”等,
条件成立时,不能保证结论总是正确,也就是说结论不成

立. 像这样的命题,称为假命题.
要判断一个命题是真命题,可以用演绎推理加以论

证;而要判断一个命题是假命题,只要举出一个例子,说
明该命题不成立,即只要举出一个符合该命题条件而不

符合该命题结论的例子就可以了. 在数学中,这种方法称

为“举反例” .
例如,要说明命题“一个锐角与一个钝角的和等于

一个平角”是假命题,只需举出一个反例(某一锐角与某

一钝角的和不是 180°):
　 .

练　 习
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　1. 把下列命题改写成“如果……,那么……”的形式,并分别指出它们的条件和结论:

(1) 全等三角形的对应边相等;

(2) 在同一平面内,垂直于同一条直线的两条直线互相平行.

2. 指出下列命题中的真命题和假命题:

(1) 同位角相等,两直线平行;

(2) 多边形的内角和等于 180°;

(3) 三角形的外角和等于 360°;

(4) 平行于同一条直线的两条直线互相平行.

　 　 2. 定理与证明

通过七年级的学习,我们已经知道如下各命题都是

正确的,即都是公认的真命题:
两点确定一条直线;
两点之间,线段最短;
过一点有且只有一条直线与已知直线垂直;

　 　 试试看,对所

列的假命题举出

反例.
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过直线外一点有且只有一条直线与这条直线平行;
两条直线被第三条直线所截,如果同位角相等,那么

这两条直线平行.
我们将这些命题视为基本事实,它们是我们在继续

学习过程中用来判断其他命题真假的原始依据,即出

发点.

数学中,有些命题可以从基本事实或其他真命题出发,用
逻辑推理的方法判断它们是正确的,并且可以作为进一步判

断其他命题真假的依据,这样的真命题叫做定理(theorem).
定理的作用不仅在于它揭示了客观事物的本质属

性,而且可以作为进一步确认其他命题真假的依据.

思考

(1) 一位同学在钻研数学题时发现:

2 + 1 = 3,
2 × 3 + 1 = 7,

2 × 3 × 5 + 1 = 31,
2 × 3 × 5 × 7 + 1 = 211.

于是,他根据上面的结果并利用质数表得出结论:从
质数 2 开始,排在前面的任意多个质数的乘积加 1 一定

也是质数. 他的结论正确吗?
(2) 如图 13. 1. 1 所示,一位同学在画图时发现:三

角形三条边的垂直平分线的交点都在三角形的内部. 于
是他得出结论:任何一个三角形三条边的垂直平分线的

交点都在三角形的内部. 他的结论正确吗?

图 13. 1. 1

　

　 　 计算一下 2 ×
3 × 5 × 7 × 11 + 1
与 2 × 3 × 5 × 7 ×
11 × 13 + 1, 你 发

现了什么?

　 　　 　 画一个钝角

三角形试试看.
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(3) 我们曾经通过计算四边形、五边形、六边形、七
边形等的内角和,得到一个结论:n 边形的内角和等于

(n - 2) × 180°. 这个结论正确吗? 是否有一个多边形的

内角和不满足这一规律?

上面几个例子说明:通过特殊的事例得到的结论可

能正确,也可能不正确. 因此,通过这种方式得到的结论,
还需进一步加以证实.

根据条件、定义以及基本事实、定理等,经过演绎推理,来
判断一个命题是否正确,这样的推理过程叫做证明(proof).

演绎推理是研究数学的一个重要方法. 除了基本事

实与已知的定理外,等式与不等式的有关性质以及等量

代换也可以作为推理的依据. 例如,有了“三角形的内角

和等于 180°”这条定理后,我们可以证明刻画直角三角

形的两个锐角之间数量关系的命题:
直角三角形的两个锐角互余.
已知: 如图 13. 1. 2,在△ABC 中,∠C = 90°.
求证: ∠A + ∠B = 90°.

●证明 ∵ ∠A + ∠B + ∠C = 180° (三角形的内角

和等于 180°),
又∵ ∠C = 90°(已知),
∴ ∠A +∠B = 180° -∠C = 90°(等式的性质) .

此命题可以用来作为判断其他命题真假的依据,因
此我们把它也作为定理.

证明必须做到“言必有据”,每步推理都要有依据,它们可以是已

知条件,也可以是定义、基本事实、已经学过的定理,以及等式的性

质、等量代换等. 在书写证明过程中,要求把依据写在每一步推理后

面的括号内,今后可以逐渐淡化.

　
　 　 实际上,这
是一 个 正 确 的

结论.

图 13. 1. 2
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　1. 把下列定理改写成“如果……,那么……”的形式,指出它们的条件和结论,并用演

绎推理证明题(1)所示的定理:

(1) 同旁内角互补,两直线平行;

(2) 三角形的外角和等于 360°.

2. 判断命题“两条直线被第三条直线所截,内错角相等”是真命题还是假命题,并说

明理由.

　 　 习题 13. 1

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　

(第 3 题)

1. 判断下列命题是真命题还是假命题,若是假命题,举一个反例加以说明:

(1) 两个锐角的和等于直角;

(2) 两条直线被第三条直线所截,同位角相等.

2. 把下列命题改写成“如果……,那么……”的形式:

(1) 全等三角形的对应角相等;

(2) 有一个角等于 60°的等腰三角形是等边三角形.

3. 如图,已知 AB⊥MN, CD⊥MN,垂足分别为点 E、 F,

直线 PQ 分别交 AB、 CD 于点 S、 T. 求证:∠AST =

∠STD.

对于上述问题,请将下列证明过程补充完整.

证明　 ∵ AB ⊥ MN, CD ⊥ MN (已知),

∴ AB ∥ CD (在同一平面内,垂直于同一条直线的两条直线平行),
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13.2 　 三角形全等的判定

　 　 1. 全等三角形

我们知道,能够完全重合的两个三角形是全等三角形,
相互重合的顶点是对应顶点,相互重合的边是对应边,相互

重合的角是对应角.全等三角形的对应边相等,对应角相等.

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　
　
　
　
　
　
　
　
　

图 13. 2. 1

如图 13. 2. 1,以直线 l 为对称轴,画出△ABC
的对称图形,并指出它们的对应顶点、对应边和

对应角.

我们很容易画出△ABC 的对称图形△DEF. 若已知

∠A = 60°, ∠B = 80°, 相信你一定可以求出△DEF 的

各个角的大小:
∠D = 　 　 　 　 , ∠E = 　 　 　 　 , ∠F = 　 　 　 　 .

　 　 2. 全等三角形的判定条件

对于全等三角形,从它的边、角来看,我们知道:若两个

三角形的三条边与三个角都分别对应相等,那么这两个三

角形一定可以互相重合,即全等.
现在要探索的是,能否减少一些条件,找到更为简便

的判定三角形全等的方法.
显然,由于三角形的内角和等于 180°,如果两个角分别

对应相等,那么另一个角必然也相等.这样,若两个三角形的

三条边、两个角分别对应相等,则这两个三角形仍然全等.

　 　 写出解答的

结果,并说明理

由. 　
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能否再减少一些条件? 对两个三角形来说,六个元

素(三条边、三个角)中至少要有几个元素分别对应相

等,这两个三角形才全等呢?

探索

如果两个三角形只有一组对应相等的元素,那么会

出现几种情况? 这两个三角形会全等吗?

我们发现:

对应相等的元素

三角形是否全等

探索

如果两个三角形有两组对应相等的元素,那么会出

现几种可能的情况呢? 这时,这两个三角形会全等吗?
由于一个三角形有三条边、三个角共六个元素,所以

可能出现的情况会较多. 可能的情况有:
两个角对应相等; 　

　 .
在这些情况下,两个三角形会全等吗?

分别按照下面的条件,用刻度尺或量角器画三角形,
并和周围的同学比较一下,所画的图形是否全等.

(1) 三角形的两个内角分别为 30°和 70°.
(2) 三角形的两条边分别为 3 cm 和 5 cm.
(3) 三角形的一个内角为 60°,一条边为 3 cm.

(i) 这条长 3 cm 的边是 60°角的邻边;
(ii) 这条长 3 cm 的边是 60°角的对边.

　 　

　 　 将你的发

现填入表内,看
看是否与你同

伴的发现一致.
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你一定会发现,如果只知道两个三角形有两组对应

相等的元素,那么这两个三角形是否全等的情况为:

对应相
等的元素

三角形
是否全等

　 　 由以上的探索与发现,我们知道两个三角形只有一

组或两组对应相等的元素(边或角),那么这两个三角形

不一定全等.

思考

如果两个三角形有三组对应相等的元素(边或角),
又会如何呢?

练　 习
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　

(第 1 题)

1. 如图,将△AOB 绕点 O 旋转 180°,得到△COD,

这时△AOB

书书书

!△　 　 　 . 这两个三角形的对应

边是:AO 与 　 　 　 　 ,OB 与 　 　 　 　 ,BA 与

　 　 　 　 ; 对 应 角 是: ∠AOB 与 　 　 　 　 ,

∠OBA 与　 　 　 　 ,∠BAO 与　 　 　 　 .

2. 如图,AD∥BC, AD = BC, AE⊥BC,将△ABE 沿 AD 方向平移,使点 A 与点 D 重合,

点 E 平移至点 F,则△ABE

书书书

!　 　 　 　 , ∠F = 　 　 　 　 °.

(第 2 题)
　 　 　 　 　

(第 3 题)

3. 如图,点 D 是△ABC 内一点, ∠BAC = 90°, AB = AC, 将△ABD 绕点 A 逆时针旋

转 90°,点 D 旋转至点 E,则△ABD

书书书

!　 　 　 　 , AD = 　 　 　 　 , BD = 　 　 　 　 .

　

　 　 将你的发

现填入表内,看
看是否与你的同

伴一致.
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　 　 3. 边角边

探索

为了探索三角形全等的条件,现在我们考虑两个三

角形有三组对应相等的元素,那么此时会出现几种可能

的情况呢?
将六个元素(三条边、三个角)分类组合,可能出现:
两边一角对应相等; 　

　 .
你认为这些情况下,两个三角形会全等吗?

我们发现,可能出现下列四种情况:
两边一角对应相等;两角一边对应相等;三角对应相

等;三边对应相等.
下面将对这四种情况分别进行讨论.
先让我们观察两个三角形有两条边和一个角分别

对应相等的情况,这时这两个三角形一定全等吗?
如图 13. 2. 2 所示,此时应该有两种情况: 一种情况

是角夹在两条边的中间,形成两边夹一角;另一种情况是

角不夹在两边的中间,形成两边一对角.

图 13. 2. 2
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如图 13. 2. 3,已知两条线段和一个角,试画一个三角形,使这两条线

段为其两边,这个角为这两边的夹角.

步骤:
1. 画一条线段 AB,

使它等于3 cm;
2. 画∠MAB = 45°;
3. 在射线 AM 上截

取 AC = 2. 5 cm;
4. 连结 BC.
△ABC 即为所求.

图 13. 2. 3

把你画的三角形与其他同学画的三角

形进行比较,或将你画的三角形剪下,放到

其他同学画的三角形上,看看是否完全重

合. 所画的三角形都全等吗?
换两条线段和一个角,试试看,是否有同样的结论.

下面我们用叠合的方法,看看你和你同伴所画的两

个三角形是否可以完全重合.
如图 13. 2. 4,在△ABC 和△A′B′C′中,已知 AB =

A′B′, ∠A = ∠A′, AC = A′C′.

　 　 　 　
图 13. 2. 4

由于 AB = A′B′,我们可以移动△ABC,使点 A 与点

A′、点 B 与点 B′重合. 因为∠A =∠A′,所以可以使∠A 的

另一边 AC 与∠A′的边 A′C′重叠在一起,而 AC = A′C′,因
此点 C 与点 C′重合. 于是△ABC 与△A′B′C′重合,这就

说明这两个三角形全等.
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由此可得判定三角形全等的一种简便方法:
基本事实 　 两边及其夹角分别相等的两个三角形

全等. 简记为 S. A. S. (或边角边) .

●例 1 如图13. 2. 5,已知线段 AC、 BD 相交于点 E,
AE = DE, BE = CE. 求证: △ABE

书书书

!△DCE.

图 13. 2. 5

●证明 在 △ABE 和 △DCE 中,
∵ AE = DE(已知),

∠AEB = ∠DEC(对顶角相等),
BE = CE(已知),

∴ △ABE

书书书

!△DCE (S. A. S. ) .

●例 2 如图 13. 2. 6,有一池塘. 要测池塘两端 A、 B
的距离,可先在平地上取一个可以直接到达 A 和 B 的点

C,连结 AC 并延长到 D,使 CD = CA. 连结 BC 并延长到

E,使 CE = CB. 连结 DE,那么 DE 的长就是 A、 B 的距

离. 你知道其中的道理吗?
已知:AD 与 BE 相交于点 C, CA = CD, CB = CE.
求证: AB = DE.

●证明 在△ACB 和△DCE 中,
∵ CA = CD (已知),

∠1 = ∠2 (对顶角相等),
CB = CE (已知),

∴ △ACB

书书书

!△DCE(S. A. S. ) .
∴ AB = DE (全等三角形的对应边相等) .

　 　 　
图 13. 2. 6
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如图 13. 2. 7,已知两条线段和一个角,以长的线段为已知角的邻边,
短的线段为已知角的对边,画一个三角形.

图 13. 2. 7

把你画的三角形与其他同学画的三角形进行比较,所画的三角形都

全等吗? 此时,符合条件的三角形有多少种?

我们可以发现,此时(即“边边角”对应相等)两个三角形不一定全等.
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(第 3 题)

1. 根据下面的条件,能否判断如图所示的两个三角形全等?

(1) AC = DF, ∠C = ∠F, BC = EF;

(2) BC = BD, ∠ABC = ∠ABD.

　 　 　 (第 1 题)

　

(第 2 题)

2. 如图,在 △ABC 中,AB = AC,在 AB、 AC 上分别截取相等的两条线段AD、 AE,并连

结 BE、 CD. 求证:△ADC

书书书

!△AEB.

3. 如图所示,小明想设计一种测零件内径 AB 的卡钳. 在卡钳

的设计中,要使测出的 DC 长度恰好为内径 AB 的长度,那

么卡钳各部分的尺寸应满足什么条件呢? 请提出你的

想法. 　
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　 　 4. 角边角

前面我们已经讨论,当两个三角形有两边一角对应

相等时,这两个三角形是否全等的两种情况,得到了全等

三角形的一种判定方法.
现在,我们讨论两角一边的情况: 如果两个三角形有两

个角、一条边分别对应相等,那么这两个三角形全等吗?
与两边一角类似,也会出现两种不同的情况: 如图

13. 2. 8 所示,一种情况是两个角及这两角的夹边;另一

种情况是两个角及其中一角的对边.

图 13. 2. 8

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　

如图 13. 2. 9,已知两个角和一条线段,试画一个三角形,使这两个角

为其内角,这条线段为这两个角的夹边.

步骤:
1. 画 一 条 线 段

AB,使它等于3 cm;
2. 画∠MAB = 60°,

∠NBA = 40°, MA 与

NB 交于点 C.
△ABC 即为所求.

图 13. 2. 9

把你画的三角形与其他同学画的三角形

进行比较,或将你画的三角形剪下,放到其他

同学画的三角形上,看看是否完全重合. 所画

的三角形都全等吗?
换两个角和一条线段,试试看,是否有同样的结论.
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　 　 下面我们用叠合的方法,看看你和你同伴所画的两

个三角形是否可以完全重合.
如图 13. 2. 10,在△ABC 和△A′B′C′中,已知 AB =

A′B′, ∠A = ∠A′, ∠B = ∠B′.
由于 AB = A′B′,我们可以移动△ABC,使点 A 与点

A′、点 B 与点 B′重合,且使点 C 与点 C′均位于线段 AB 的

同侧. 因为∠A = ∠A′,因此可以使∠A 的另一边 AC 与

∠A′的边 A′C′重叠在一起,同样,因为∠B =∠B′,可以

使∠B 的另一边 BC 与∠B′的边 B′C′重叠在一起. 由于

两条直线只有一个交点,因此点 C 与点 C′重合. 于是

△ABC 与△A′B′C′重合,这就说明这两个三角形全等. 由
此可得判定三角形全等的又一种简便方法:

基本事实 　 两角及其夹边分别相等的两个三角形

全等. 简记为 A. S. A. (或角边角) .

●例 3 如 图 13. 2. 11, 已 知 ∠ABC = ∠DCB,
∠ACB = ∠DBC. 求证: △ABC

书书书

!△DCB, AB = DC.

●证明 在△ABC 和△DCB 中,

∵ ∠ABC = ∠DCB(已知),

BC = CB(公共边),

∠ACB = ∠DBC(已知),

∴ △ABC

书书书

!△DCB(A. S. A. ) .
∴ AB = DC(全等三角形的对应边相等) .

思考

如图 13. 2. 12,如果两个三角形有两个角分别对应

相等,且其中一组相等的角的对边相等,那么这两个三角

形是否一定全等?

●分析 因为三角形的内角和等于 180°,因此有两个

角分别对应相等,那么第三个角必定对应相等,于是由

“角边角”,便可证得这两个三角形全等.

图 13. 2. 10

图 13. 2. 11

图 13. 2. 12
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　 　 下面我们证明这个定理:
两角分别相等且其中一组等角的对边相等的两个

三角形全等. 简记为 A. A. S. (或角角边) .
已知: 如图 13. 2. 12, ∠A = ∠A′, ∠B = ∠B′,

BC = B′C′.
求证: △ABC

书书书

!△A′B′C′.

●证明 ∵ ∠A = ∠A′, ∠B = ∠B′(已知),
　 ∠A′ +∠B′ +∠C′ = 180°(三角形的内角和等于

180°),
∴ ∠A +∠B +∠C′ = 180°(等量代换) .
又 ∵ ∠A + ∠B + ∠C = 180° (三角形的内角和等

于 180°),
∴ ∠C = ∠C′(等式的性质) .
在△ABC 和△A′B′C′中,
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ,
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ,
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ,
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 .
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　1. 如图, ∠A = ∠B, CA = CB, △CAD 和 △CBE 全等吗?CD 和 CE 相等吗?试说明

理由.

(第 1 题)

2. 已知 四 边 形 ABCD,对 角 线 BD 将 其 分 成 两 个 三 角 形,其 中 ∠ABD = ∠C,

∠ADB = ∠DBC. 此时这两个三角形全等吗? 请画出图形,并说说你的想法.

　 　　 　 请补充完整

证明过程.
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(第 3 题)

3. 课间,小明和小聪在操场上突然争论起来,他

们都说自己比对方长得高. 这时数学老师走

过来,笑着对他们说:“你们不要争了,其实你

们一样高,瞧瞧地上,你俩的影子一样长!”你

知道数学老师为什么能从他们的影长相等就

断定它们的身高相同吗? 你能运用全等三角

形的有关知识说明其中的道理吗? (假定太

阳光线是平行的)

　 　●例 4 如图 13. 2. 13,在 △ABC 中,D 是边 BC 的中

点,过点 C 画直线 CE,使 CE ∥ AB,交 AD 的延长线于点

E. 求证:AD = ED.

●证明 ∵ CE ∥ AB(已知),
∴ ∠ABD = ∠ECD, ∠BAD = ∠CED(两直线平

行,内错角相等) .
在△ABD 与△ECD 中,
∵ ∠ABD = ∠ECD, ∠BAD = ∠CED(已证),

BD = CD(已知),
∴ △ABD

书书书

!△ECD(A. A. S. ),
∴ AD = ED(全等三角形的对应边相等) .

概括

要证明两条线段 AD、 ED 相等,我们发现它们分别

属于△ABD 与△ECD,若能证明这两个三角形全等,便可

利用全等三角形的对应边相等得到要证明的结论. 这就

是通常证明两条线段相等的一个重要方法.

●例 5 求证:全等三角形对应边上的高相等.
已知:如图 13. 2. 14, △ABC

书书书

!△A′B′C′, AD、 A′D′
分别是 △ABC 的 BC 边和 △A′B′C′的 B′C′边上的高. 求
证:AD = A′D′.

图 13. 2. 13

　 　 　 　
　 　 可以采用类似

的方法证明两个角

相等.
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图 13. 2. 14

●分析 从图 13. 2. 14 中可以看出,AD、 A′D′分别属

于△ABD 与△A′B′D′,要证 AD = A′D′,只需证明这两个

三角形全等即可.

●证明 ∵ △ABC

书书书

!△A′B′C′ (已知),
∴ AB = A′B′ (全等三角形的对应边相等),

∠B = ∠B′ (全等三角形的对应角相等) .
在△ABD 和△A′B′D′中,
∵ ∠ADB = ∠A′D′B′ = 90° (已知),

∠B = ∠B′ (已证),
AB = A′B′ (已证),

∴ △ABD

书书书

!△A′B′D′(A. A. S. ),
∴ AD = A′D′ (全等三角形的对应边相等) .

思考

全等三角形对应边上的中线、对应角的平分线又有

什么关系呢? 你能说明其中的道理吗?

练　 习
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　1. 如图, ∠1 = ∠2, ∠C = ∠D. 求证:AC = AD.

(第 1 题)

　 　 　 　 　

(第 2 题)

2. 如图, AB∥ CD, AE∥ CF, BF = DE. 试找出图中其他的相等关系,并给出证明.

　 　 你发现 AD、
A′D′分别是哪两

个 三 角 形 的 边?
这两个三角形全

等吗?
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　 　 5. 边边边

我们已经讨论了两个三角形有两边一角,以及两角

一边分别对应相等,这两个三角形能否全等的情况.
如图 13. 2. 15,我们很容易发现,如果两个三角形有

三个角分别对应相等,那么这两个三角形未必全等.

图 13. 2. 15

最后,如果两个三角形有三条边分别对应相等,那么

这两个三角形是否一定全等呢?

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　

如图 13. 2. 16,已知三条线段,试画一个三角形,使这三条线段分别

为其三条边.

　
图 13. 2. 16

把你画的三角形与你同伴画的三角形进行

比较,或将你画的三角形剪下,放到你同伴画的

三角形上,看看是否完全重合. 所画的三角形都

全等吗?
换三条线段,试试看,是否有同样的结论?

由以上操作,可以发现它们完全重合,所画的三角形

都全等.

　 　 在第 9 章

“多边形” 中,我

们曾经学习过画

一个三角形,使它

的三边长为给定

的长度. 你还记得

当时的画法吗?
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于是可得判定三角形全等的第 3 种简便方法:
基本事实　 三边分别相等的两个三角形全等. 简记

为 S. S. S. (或边边边) .

●例 6 如图 13. 2. 17,在四边形 ABCD 中, AD =
CB, AB = CD. 求证: ∠B = ∠D.

●证明 在 △ABC 和 △CDA 中,
∵ CB = AD, AB = CD(已知),

AC = CA(公共边),
∴ △ABC

书书书

!△CDA(S. S. S. ) .
∴ ∠B = ∠D (全等三角形的对应角相等) .

至此,我们已经学习了关于全等三角形的三个基本事实,这是进

行演绎推理的重要依据. 它们是从静态的角度探索发现的判定方法,
其本质与动态的全等三角形定义是一致的,即在这些条件下,两个三

角形一定可以通过图形的基本变换(轴对称、平移与旋转)而相互

重合. 　

概括

我们可以将前面关于全等三角形判定的探索得到

的结论归纳成下表(请补充完整表格中的内容):

对应相等
的元素

两　 边　 一　 角 两　 角　 一　 边

两边及
其夹角

两边及其中
一边的对角

两角及
其夹边

两角及其中
一角的对边

三角 三边

三角形是否
一定全等

一定
(S. A. S. )

一定
(A. S. A. )

　 　

　 　

　 　 由于∠B和∠D
分别 属 于 △ABC
和△CDA,所以只

需证明这两个三角

形全等即可.

图 13. 2. 17

华
东
师
范
大
学
出
版
社



第 13 章　 全等三角形·73　　　

练　 习
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　1. 如图,根据相应的条件,能否判定下面分别给出的两个三角形全等?

(1) 线段 AD 与 BC 相交于点 O, AO = DO, BO = CO. △ABO 与 △DCO.

(2) AC = AD, BC = BD. △ABC 与 △ABD.

(3) 线段 AC 与 BD 相交于点 O, ∠A = ∠C, ∠B = ∠D. △ABO 与 △CDO.

(4) ∠CAB = ∠DBA, ∠1 = ∠2. △ABC 与 △BAD.

(第 1 题)

2. 如图,点 B、 E、 C、 F 在同一条直线上, AB = DE, AC = DF, BE = CF. 求证:

∠A = ∠D. 并找出图中相互平行的线段,说明你的理由.

(第 2 题)

　 　 6. 斜边直角边

我们已经知道,对于两个三角形,如果有“边边角”
分别对应相等,那么不能保证这两个三角形全等.

在两个直角三角形中,当斜边和一条直角边分别对

应相等时,也具有“边边角”对应相等的条件,这时这两

个直角三角形是否全等呢?
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如图 13. 2. 18,已知两条线段(这两条线段长不相等),试画一个直角

三角形,使长的线段为其斜边、短的线段为其一条直角边.

图 13. 2. 18

步骤:
1. 画一条线段AB,使它等

于 2 cm;
2. 画∠MAB = 90°(用量角

器或三角尺);
3. 以点 B 为圆心、3 cm 长

为半径画圆弧,交射线 AM 于

点 C;
4. 连结 BC.
△ABC 即为所求.

　 　 把你画的直角三角形与其他同

学画的直角三角形进行比较,或将你

画的直角三角形剪下,放到其他同学

画的直角三角形上,看看是否完全重

合. 所画的直角三角形都全等吗?
换两条线段,试试看,是否有同

样的结论?

由以上操作,可以发现它们完全重合,所画的直角三

角形都全等. 于是可得:
斜边和一条直角边分别相等的两个直角三角形全

等. 简记为 H. L. (或斜边直角边) .

●例 7 如图 13. 2. 19,已知 AC = BD, ∠C = ∠D =
90°. 求证:BC = AD.

图 13. 2. 19

　 　 这 是 一 个

定理,以后会给

出它的证明.

　 　 由于 AD 与 BC
分别属于△BAD 和

△ABC, 所 以 只 需

证明这两个三角形

全等即可.
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　 　●证明 ∵ ∠C = ∠D = 90°(已知),
∴ △ABC与△BAD都是直角三角形(直角三角形的

定义) .
在 Rt△ABC 与 Rt△BAD 中,
∵ AB = BA(公共边),

AC = BD(已知),
∴ Rt△ABC

书书书

!Rt△BAD(H. L. ) .
∴ BC = AD (全等三角形的对应边相等) .

练　 习
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　1. 如图,在 △ABC 中, D 为 BC 的中点,DE ⊥ AB, DF ⊥ AC,点 E、 F 为垂足,DE =

DF. 求证: △BED

书书书

!△CFD.

(第 1 题)
　 　 　 　 　 　

(第 2 题)

2. 如图, AC = AD, ∠C = ∠D = 90°. 求证: BC = BD.

3. 如图,有两个长度相同的滑梯,左边滑梯的高度 AC 与右边滑梯水平方向的跨度

DF 相等,两个滑梯的倾斜角∠B 与∠F 的大小有什么关系? 说说你的想法和

理由.

(第 3 题)

　 　
　 　 直角三角形可

以用符号“Rt△”
来表示.
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　1. 如图,已知 AB = DC, AC = DB. 求证: △ABC

书书书

!△DCB.

(第 1 题)
　 　 　 　 　

(第 2 题)

2. 如图,已知 ∠1 = ∠2, AO = BO. 求证: △AOP

书书书

!△BOP.
3. 如图,要使各对三角形全等,还需要增加什么条件?

(1) ∠A = ∠D, ∠B = ∠F;　 　 　 (2) ∠A = ∠D, AB = DE.

(第 3 题) 　 　 　
(第 4 题)

4. 如图,已知 AB 与 CD 相交于点 O,∠A = ∠D, CO = BO.求证: △AOC

书书书

!△DOB.
5. 如图, ∠1 = ∠2, ∠3 = ∠4. 求证:AB = AC.
6. 如图,在△ABC 中, AB = AC, AD 是边 BC 上的高. 求证:

(1) BD = DC; 　 　 　 (2) ∠BAD = ∠CAD.

(第 5 题)
　 　 　 　 　

(第 6 题)
　 　 　 　 　

(第 7 题)

7. 一名工作人员不慎将一块三角形模具打碎成两块,他是否可以只带其中一块碎

片到商店去,就能配一块与原来一样的三角形模具呢? 他该带哪块去呢? 请用

数学知识解释你的结论.
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图形中的“裂缝”

几何图形的割补问题,有时会使人不知所措. 下面的图形问题是出现在萨

姆·劳埃德(Sam Loyd)的《趣题大全》(Cyclopedia of Puzzles)中的一道趣题: 将图

1 按所画粗线条剪开,再按图 2 拼合,方格线的面积竟然增加了一个平方单位!

8 × 8 = 64
图 1

　 　 　 　 　
13 × 5 = 65

图 2

为什么面积增加了?
这是视觉上的错觉欺骗了我们. 实际上,当图 1 剪成四块拼成图 2 时,中间

有一个如图 3 所示的平行四边形 ABCD 的缝隙,它的面积正好为 1. 也就是说,A、
B、 C 三点及 A、 D、 C 三点都分别不在同一条直线上,图形中出现了“裂缝”,而
图 2 中误以为它们都在同一条直线上. 这就说明了证明的重要性.

图 3
　

图 4
　

图 5

后来,有人将图 4 中的三角形区域按所画的粗线条剪开,再按图 5 重新拼

合,结果在三角形的内部出现了一个“黑洞” .
你能对图 4 和图 5 中的现象作出解释吗?
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13.3 　 等腰三角形

　 　 1. 等腰三角形的性质

我们知道,有两条边相等的三角形叫做等腰三角形

(isosceles triangle) . 如图 13. 3. 1, AB = AC, △ABC 就是

等腰三角形.

图 13. 3. 1

　 　 等腰三角形中,相等的两边都叫做腰,另一边叫做底

边,两腰的夹角叫做顶角,腰和底边的夹角叫做底角.

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　

剪一张等腰三角形的半透明纸片,每人所剪的等腰三角形的大小和

形状可以不一样,如图 13. 3. 2,把纸片对折,让两腰 AB、 AC 重叠在一起,
折痕为 AD. 你能发现什么现象吗?

图 13. 3. 2

　 　 可以发现折叠的两个部分是互相重合的,所以等腰

三角形是一个轴对称图形,折痕 AD 所在的直线就是它

的对称轴. 我们还可以发现 ∠B = ∠C.

　 　 　

　 　 在现实生活

中,你看到哪些物

体的表面具有等

腰三角形的形状?

　 　 指出△ABC
的腰、顶角和底

角. 　
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由此得到以下等腰三角形的性质:
等腰三角形的两底角相等. (简写成 “等边对等

角”)
已知:如图 13. 3. 3,在△ABC 中, AB = AC.
求证: ∠B = ∠C.

●分析 由上述操作可以得到启发,即添加等腰三角

形的顶角平分线 AD,然后证明 △ABD

书书书

!△ACD.

●证明 画∠BAC 的平分线 AD.
在△ABD 和△ACD 中,
∵ AB = AC (已知),

∠1 = ∠2 (角平分线的定义),
AD = AD (公共边),

∴ △ABD

书书书

!△ACD (S. A. S. ) .
∴ ∠B = ∠C (全等三角形的对应角相等) .

●例 1 已知: 在△ABC 中,AB = AC,∠B = 80°. 求
∠C 和∠A 的大小.

●解 ∵ AB = AC (已知),

∴ ∠C = ∠B = 80°(等边对等角) .
又∵ ∠A +∠B +∠C = 180° (三角形的内角和等于

180°),
∴ ∠A = 180° - ∠B - ∠C (等式的性质)

= 180° - 80° - 80° = 20°.

探索

由前面的“做一做”,你还可以发现什么结论? 请写

出你的发现:
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ,
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ,
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 .

图 13. 3. 3

　 　 从这里你还

可以得到什么结

论? 　
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我们发现,AD 既是底边上的中线,又是顶角的平分

线和底边上的高. 由此可得:
等腰三角形底边上的高、中线及顶角的平分线互相

重合. (简称“三线合一”)

●例 2 如图13. 3. 4,在△ABC中,AB = AC,D是BC
边上的中点,∠B = 30°. 求:

(1) ∠ADC 的大小;　
(2) ∠1的大小.

图 13. 3. 4

●解 (1) ∵ AB = AC, BD = DC (已知),
∴ AD ⊥ BC (等腰三角形的“三线合一”),
∴ ∠ADC = ∠ADB = 90°.
(2) ∵ ∠1 + ∠B + ∠ADB = 180° (三角形的内角

和等于 180°),
∠B = 30° (已知),

∴ ∠1 = 180° - ∠B - ∠ADB (等式的性质)
= 180° - 30° - 90° = 60°.

三条边都相等的三角形是等边三角形( equilateral
triangle) . 如图 13. 3. 5,在等边三角形中,每个角的度数

是多少呢?
显然,AB = AC,根据“等边对等角”,可以得到

∠B = ∠C,

同理可得 ∠A = ∠B,

所以　 ∠A = ∠B = ∠C.

而　 ∠A + ∠B + ∠C = 180°,

　 　 回顾前面关

于底角相等的证

明过程,直接推断

这一结论成立.

　 　 　

　 　 等腰三角形

的 “三线合一”
是经常会用到的

重要性质.

　 　 　 　

图 13. 3. 5
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所以　 ∠A = ∠B = ∠C = 180°
3 = 60°.

也就是说:
等边三角形的各个角都相等,并且每一个角都等

于 60°. 　
等边三角形的三条边都相等,三个角都相等,也称为

正三角形.

练　 习
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　1. 填空:

(1) 如果等腰三角形的一个底角为 50°,那么其余两个角的大小分别为　 　 　 和

　 　 　 ;　

(2) 如果等腰三角形的顶角为 80°,那么它的一个底角的大小为　 　 　 .

2. 如图,点 E 在 BC 上, AE ∥ DC, AB = AE. 求证: ∠B = ∠C.

(第 2 题)
　 　 　

(第 3 题)
　 　 　

(第 4 题)

3. 如图,在△ABC 中, AB = AC, BD ⊥ AC, CE ⊥ AB, 垂足分别为点 D、 E. 求证:

BD = CE.

4. 如图, AB = AC, ∠B = 40°, 点 D 在 BC 上,且 ∠DAC = 50°. 求证: BD = CD.

　 　 2. 等腰三角形的判定

对于一个三角形,怎样判定它是不是等腰三角形呢?
我们已经知道的方法是按定义,看它是否有两条边相等.
现在再看看能否找到其他的判定方法.

　 　

　 　 等边三角形

也 是 轴 对 称 图

形,它有几条对

称轴? 　
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探索

我们知道,等腰三角形的两个底角相等. 反过来,在一

个三角形中,如果有两个角相等,那么它是等腰三角形吗?
画画看,你发现了什么?

我们可以发现,如果一个三角形中有两个角相等,那
么它就是等腰三角形. 即

如果一个三角形有两个角相等,那么这两个角所对

的边也相等. (简写成“等角对等边”)
已知:如图 13. 3. 6,在△ABC 中, ∠B = ∠C.
求证: AB = AC.

●分析 要证明 AB = AC ,可设法构造两个全等三角

形,使 AB、 AC 分别是这两个全等三角形的对应边,于是

想到画∠BAC 的平分线 AD.

●证明 画∠BAC 的平分线交 BC 于点 D.
在△BAD 和△CAD 中,
∵ ∠B = ∠C (已知),

∠1 = ∠2 (角平分线的定义),
AD = AD (公共边),

∴ △BAD

书书书

!△CAD(A. A. S. ),
∴ AB = AC (全等三角形的对应边相等) .

●例 3 如图 13. 3. 7,在△ABC 中,已知 ∠A = 40°,
∠B = 70°. 求证: AB = AC.

●证明 ∵ ∠A + ∠B + ∠C = 180°(三角形的内角

和等于 180°),　
　 ∠A = 40°, ∠B = 70°(已知),
∴ ∠C = 180° - ∠A - ∠B(等式的性质),

= 180° - 40° - 70° = 70°,
∴ ∠C = ∠B (等量代换),
∴ AB = AC(等角对等边) .

图 13. 3. 6

　

　 　 想想看,还
可以添加什么

辅助线证明这

一结论?

图 13. 3. 7
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由上述等腰三角形的判定定理,我们还可以得到等

边三角形的两个判定定理:
三个角都相等的三角形是等边三角形;
有一个角等于 60°的等腰三角形是等边三角形.

●例 4 如图 13. 3. 8, AB ∥ CD, ∠1 = ∠2. 求证:
AB = AC.

●分析 要证 AB = AC ,可以设法证明 ∠B = ∠1 ,
而 ∠1 = ∠2, 因此只要证明 ∠B = ∠2.

●证明 ∵ AB ∥ CD (已知),
∴ ∠B = ∠2 (两直线平行,同位角相等) .
又 ∵ ∠1 = ∠2 (已知),
∴ ∠B = ∠1 (等量代换),
∴ AB = AC (等角对等边) .

●例 5 如图 13. 3. 9,在 Rt△ABC 和 Rt△A′B′C′中,
∠ACB = ∠A′C′B′ = 90°, AB = A′B′ , AC = A′C′.

求证: Rt△ABC

书书书

!Rt△A′B′C′.

●证明 由于直角边 AC = A′C′ ,我们移动Rt△ABC,
使点 A 与点 A′、点 C 与点 C′重合,且使点 B 与点 B′分别

位于 A′C′的两侧.
∵ ∠A′C′B = ∠A′C′B′ = 90°(已知),
∴ ∠B′C′B = ∠A′C′B′ + ∠A′C′B = 180°,

即点 B′、 C′、 B 在同一条直线上.
在△A′B′B 中,
∵ A′B′ = AB = A′B (已知),
∴ ∠B = ∠B′ (等边对等角) .
在△ABC 和△A′B′C′中,
∵ ∠B = ∠B′ (已证),

∠ACB = ∠A′C′B′ (已知),
AC = A′C′ (已知),

∴ Rt△ABC

书书书

!Rt△A′B′C′ (A. A. S. ) .

　 　 你能证明这些

定理吗?

图 13. 3. 8

图 13. 3. 9

　 　 这样,我们

就证明了前面

已给出的直角

三角形全等的

H. L. 判定定理.
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　1. 如图, ∠A = 72°, ∠B = 36°, CD 平分 ∠ACB. 试指出图中的哪些三角形是等腰

三角形,并说明理由.

2. 如图, AB = DC, ∠ABC = ∠DCB, AC、 BD 相交于点 E. 求证:EB = EC.

(第 1 题)
　 　 　 　 (第 2 题) 　 　 　 　 (第 3 题)

3. 如图,∠A = ∠B, CE∥DA. 求证:CE = CB. 需再增加什么条件,可使△BCE 成为

等边三角形?

　 　 习题 13. 3

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　1. 等腰三角形的周长为 16,其中一条边的长是 6,求另两条边的长.

2. 等腰三角形的底角比顶角大 15°,求各个角的大小.
3. 有两个三角形,它们的三个角分别为: ① 20°, 40°, 120°;② 20°, 60°, 100°.

怎样把它们分成两个等腰三角形? 画出图形试试看.
4. 如图, AB = AC,D、 E 都是 BC 上的点,且 BD = CE. 求证: ∠ADE = ∠AED.
5. 如图,AB、 CD 相交于点 E, EA = EC, AC ∥ BD. 求证:EB = ED.

(第 4 题)
　 　 　 　

(第 5 题)
　 　 　 　

(第 6 题)

6. 如图,在等腰三角形 ABC 中,两底角的平分线 BE、 CD 相交于点 O. 求证: OB =
OC, OD = OE.
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　7. 如图,已知 D 为 BC 的中点,DE ⊥ AB, DF ⊥ AC,点 E、 F 为垂足,且 BE = CF,

∠BDE = 30°. 求证:△ABC 是等边三角形.

(第 7 题)
　 　 　 　 　

(第 8 题)

8. 如图所示的三角测平架中,AB = AC,在 BC 的中点 D 挂一个重锤,自然下垂. 调
整架身,使点 A 恰好在重锤线上. 试问:此时 BC 是否正好处于水平位置? 为

什么?　

13.4 　 尺规作图

我们已经会使用刻度尺、三角尺、量角器和圆规等工

具方便地画出各种几何图形. 如果限定只能使用圆规和

没有刻度的直尺这两种工具作几何图形,你还能作出符

合条件的图形吗?
我们把只能使用圆规和没有刻度的直尺这两种工

具作几何图形的方法称为尺规作图. 自古希腊时代起,人
们就对尺规作图产生了极大的兴趣. 对仅用直尺(以下

我们所说的直尺均指没有刻度的直尺)和圆规能作出哪

些图形以及不可能作出哪些图形的思考和研究,竟推动

了整个数学的发展.
以下我们将研究仅用直尺和圆规作已知角的平分

线、经过一已知点作已知直线的垂线、作已知线段的垂直

平分线的方法. 为完整起见,我们把在七年级上学期第 4
章中已经学过的作线段和作角的内容重新以示意图列
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出,以便较完整地学习尺规作图. 这 5 种作图称为基本作

图,几何作图问题一般都是由若干个基本作图组合而

成的.

　 　 1. 作一条线段等于已知线段

图 13. 4. 1 图 13. 4. 2

　 　 2. 作一个角等于已知角

图 13. 4. 3

我们在讨论三角形全等的条件时,曾利用上述两种

基本作图,已知两边和夹角、两角和夹边、三边分别作出

相应的三角形.

练　 习
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　
　

　
　

　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　

　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

　
　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　1. 任意画出两条线段 AB 和 CD,再作一条线段,使它等于 AB + 2CD.

2. 任意画出两个角∠1 和∠2,其中 ∠1 > ∠2,再作一个角,使它等于∠1 - ∠2.

　 　 MN 为已知线

段,你能用直尺和圆

规准确地作一条与

MN 相等的线段吗?

　

　

　 　 这是我们在七

年级已经学习过的

作一个角等于已知

角的方法,你能用学

过的知识说明为什么

∠A′O′B′ = ∠AOB 吗?
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　 　 3. 作已知角的平分线

如图 13. 4. 4,∠AO B 为已知角,试按下列步骤用直

尺和圆规准确地作出∠AOB 的平分线.

图 13. 4. 4

第一步: 在射线 OA、 O B 上,分别截取 OD、O E,使
OD = OE;

第二步: 分别以点 D 和点 E 为圆心、适当长(大于

线段 DE 长的一半)为半径作圆弧,在∠AO B 内,两弧交

于点 C;
第三步: 作射线 OC.
射线 OC 就是所要求作的∠AOB 的平分线.

我们可以证明这样作出来的射线是符合要求的,即
∠AOC = ∠BOC.

如图 13. 4. 5,连结 EC、DC.
∵ OD = OE, DC = EC, OC = OC,
∴ △OCD

书书书

!△OCE(S. S. S. ),
∴ ∠AOC = ∠BOC(全等三角形的对应角相等) .

图 13. 4. 5

　
　 　 想想看,如

何 将 ∠AOB 四

等分?

　

　 　 为简化推理格

式,今后只注明主

要依据,省略 “ 已

知”、 “等量代换”
等依据.
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　1. 如图,已知∠A,试作∠B = 1
2 ∠A. (不写作法,保留作图痕迹∗)

(第 1 题)
　 　 　 　 　 　 　 　

(第 2 题)

2. 作出图中三角形三个角的平分线.

　 　 4. 经过一已知点作已知直线的垂线

已知点与已知直线可以有两种不同的位置关系: 点

在直线上,点不在直线上. 因此要分别按这两种情况

作图.
(1) 经过已知直线上一点作已知直线的垂线.
已知直线 AB 和 AB 上一点 C,试按下列步骤用直尺

和圆规准确地经过点 C 作出直线 AB 的垂线.
如图 13. 4. 6,由于点 C 在直线 AB 上,因此所求作的

垂线正好是平角 ACB 的平分线所在的直线.
第一步: 作平角 ACB 的平分线 CD;
第二步: 反向延长射线 CD.
直线 CD 就是要求作的垂线.
(2) 经过已知直线外一点作已知直线的垂线.
已知直线 AB 和 AB 外一点 C,试按下列步骤用直尺

和圆规准确地经过点 C 作出直线 AB 的垂线.
如图 13. 4. 7,若以点 C 为圆心,作能与直线 AB 相交

于 D、E 两点的弧,则△CDE为等腰三角形. 由“等腰三角

形顶角的平分线就是底边上的高”可知,只需作出∠DCE
的平分线,则该平分线所在的直线就是要求作的垂线.

∗ 尺规作图,均保留作图痕迹,不写作法.

图 13. 4. 6

　 　 动手试一试,现
在你知道具体作法

了吧? 你能说说其

中的道理吗?
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图 13. 4. 7

●例 利用直尺和圆规作一个等于 45°的角.

●作法 1. 作直线 AB;
2. 过点 A 作直线 AB 的垂线 AC;
3. 作∠CAB 的平分线 AD.
∠DAB 就是要求作的角(如图 13. 4. 8 所示) .
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　1. 如图,点 P 在∠O 的一边上,试过点 P 作该角两边的垂线.

(第 1 题)
　 　 　 　 　

(第 2 题)

2. 如图,作△ABC 边 BC 上的高.

　 　 5. 作已知线段的垂直平分线

思考

如图 13. 4. 9,已知直线 l 是线段 AB 的垂直平分线,
则直线 l 是线段 AB 的对称轴,对 l 上的任意两点 C、D,

图 13. 4. 8

图 13. 4. 9
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通过对折可以发现,总有

CA = CB, DA = DB.

由此,你能发现作垂直平分线的方法吗?

如图 13. 4. 10,已知线段 AB,试按下列步骤用直尺和

圆规准确地作出线段 AB 的垂直平分线.
第一步: 分别以点 A 和点 B 为圆心、大于 AB 一半的

长为半径作圆弧,两弧相交于点 C 和点 D;
第二步: 作直线 CD.
直线 CD 就是要求作的线段 AB 的垂直平分线.

我们可以证明这样作出来的直线是符合要求的,即
直线 CD 垂直平分线段 AB.

如图 13. 4. 11,连结 CA、CB、DA、DB.
∵ AC = BC, AD = BD, CD = CD,
∴ △ACD

书书书

!△BCD(S. S. S. ),
∴ ∠ACD = ∠BCD(全等三角形的对应角相等),
∴ CD垂直平分线段 AB(等腰三角形的“三线合一”).

由于上面作出的直线 CD 与线段 AB 的交点就是 AB
的中点,因此我们可以用这种方法作出线段 AB 的中点,
从而也可以作出任意一个三角形的三条中线.
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　1. 四等分已知线段 AB.

2. 如图,作△ABC 的边 BC 的垂直平分线.

(第 2 题)

图 13. 4. 10

图 13. 4. 11
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　 　 习题 13. 4

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　完成下列作图.

1. 如图,已知线段 AB 和 CD,求作一条线段,使它等于 AB - 2CD.

(第 1 题)
　 　 　

(第 2 题)

2. 如图,已知∠A 和∠B,求作一个角,使它等于∠A - 2∠B.
3. 如图,已知线段 a 和 b,求作一个等腰三角形,使它的腰长等于 a,底边长等于 b.

(第 3 题)
　 　 　 　 　

(第 4 题)

4. 如图,已知线段 a 和 b,求作一个直角三角形,使它的两条直角边长分别等于线

段 a 和 b.
5. 已知△ABC,作它的三边 AB、 BC、 CA 的垂直平分线. 你发现了什么?

由尺规作图产生的三大难题

　 　 古希腊人用尺规作图,主要目的在于训练智力,培养逻辑思维能力,所以对

作图的工具有严格的限制. 他们规定作图只能用直尺和圆规,而他们所谓的直尺

是没有刻度的. 正是在这种严格的限制下,产生了种种难题.
相传神话中的一个国王对儿子给他造的立方体坟墓不满意,命令把坟墓扩大

一倍,但当时的工匠都不知如何解决. 后来,德利安人为了摆脱某种瘟疫,遵照神
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谕,必须把阿波洛的立方体祭坛扩大一倍. 据说,这个问题提到柏拉图那里,柏拉图

又把它交给了几何学家. 这就是著名的倍立方问题. 除倍立方问题外,还有三等分

任意角、化圆为方(作一个正方形,使其面积等于给定的圆的面积)这两个难题.
在数学史中,很难找到像这样长期被人关注的问题. 两千多年以来,无数人

的聪明才智倾注于这三大难题而毫无结果. 但对这三个问题的深入探索,却促进

了几何学的发展,引出了大量的发现,如圆锥曲线、许多二次和三次曲线以及几

种超越曲线的发现等. 后来又有关于有理域、代数数、超越数、群论和方程论等数

学理论的发展. 直到 19 世纪,即距第一次提出这三个问题两千年之后,这三个问

题才被证实在所给的条件下是不可能解决的.
现在还有不少人创造了各种各样的辅助工具,用来解决这些尺规作图无法解

决的问题. 下面的工具就可以用来解决三等分任意角的问题(这样的作图就相当于

用量角器三等分任意角,已不属于尺规作图的范畴) . 你能说出其中的道理吗?

13.5 　 逆命题与逆定理

　 　 1. 互逆命题与互逆定理

我们已经知道,表示判断的语句叫做命题. 例如“两
直线平行,内错角相等”、“内错角相等,两直线平行”都
是命题.

上面两个命题的条件和结论恰好互换了位置.

　 　 观察这两个命

题的条件和结论,
你发现了什么?
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在两个命题中,如果第一个命题的条件是第二个命

题的结论,而第一个命题的结论是第二个命题的条件,那
么这两个命题叫做互逆命题. 如果把其中一个命题叫做

原命题,那么另一个命题就叫做它的逆命题.
命题“两直线平行,内错角相等”的
条件为:　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ;
结论为:　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 .
因此它的逆命题为:
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 .
每一个命题都有逆命题,只要将原命题的条件改成结

论,并将结论改成条件,便可得到原命题的逆命题. 但是原

命题正确,它的逆命题未必正确.例如真命题“对顶角相等”
的逆命题为“相等的角是对顶角”,此命题就是假命题.

如果一个定理的逆命题也是定理,那么这两个定理叫

做互逆定理,其中的一个定理叫做另一个定理的逆定理.
我们已经知道命题“两直线平行,内错角相等”和它

的逆命题“内错角相等,两直线平行”都是定理,因此它

们就是互逆定理.
一个假命题的逆命题可以是真命题,甚至可以是定

理. 例如“相等的角是对顶角”是假命题,但它的逆命题

“对顶角相等”是真命题,且是定理.
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　1. 先指出下列各命题的条件和结论,再写出它们的逆命题,并判断其真假:

(1) 如果一个三角形是直角三角形,那么它的两个锐角互余;

(2) 等边三角形的每个角都等于 60°;

(3) 全等三角形的对应角相等;

(4) 如果 a = b,那么 a3 = b3 .

2. 举例说明下列命题的逆命题是假命题:

(1) 如果一个整数的个位数字是 5,那么这个整数能被 5 整除;

(2) 如果两个角都是直角,那么这两个角相等.

3. 在你所学过的知识内容中,有没有原命题与逆命题都正确的例子? 试举出几对.

　 　 你还能举出

原命题为真命题,
而其逆命题为假

命题的例子吗?
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　 　 2. 线段垂直平分线

我们已经知道线段是轴对称图形,线段的垂直平分

线是线段的对称轴. 如图 13. 5. 1,直线 MN 是线段 AB 的

垂直平分线,P 是MN 上任一点,连结 PA、 PB. 将线段 AB
沿直线 MN 对折,我们发现 PA 与 PB 完全重合. 由此

即有:
线段垂直平分线的性质定理 　 线段垂直平分线上

的点到线段两端的距离相等.
已知:如图 13. 5. 1, MN ⊥ AB,垂足为点 C,AC =

BC,点 P 是直线 MN 上的任意一点.
求证: PA = PB.

●分析 图中有两个直角三角形 APC 和 BPC,只要

证明这两个三角形全等,便可证得 PA = PB.

探索

这一定理描述了线段垂直平分线的性质,那么反过

来会有什么结果呢?

条件 结论

性质定理

逆命题　

　 　
你一定发现到线段两端距离相等的点的确在该线

段的垂直平分线上. 我们可以通过“证明”说明这一结论

正确.

图 13. 5. 1

　
　 　 请写出完

整的证明过程.

　

　 　 写出该定

理与它的逆命

题的条件和结

论,想 想 看, 其

逆命题是否是

一个真命题?
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　 　 已知: 如图 13. 5. 2, QA = QB.
求证: 点 Q 在线段 AB 的垂直平分线上.

●分析 为了证明点 Q 在线段 AB 的垂直平分线上,
可以先经过点 Q 作线段 AB 的垂线,然后证明该垂线平

分线段 AB;也可以先平分线段 AB,设线段 AB 的中点为

点 C,然后证明 QC 垂直于线段 AB.

●证明 过点 Q 作 MN ⊥ AB, 垂足为点 C,
故 ∠QCA = ∠QCB = 90°.
在 Rt△QCA 和 Rt△QCB 中,
∵ QA = QB,

QC = QC,
∴ Rt△QCA

书书书

!Rt△QCB(H. L. ) .
∴ AC = BC(全等三角形的对应边相等) .
∴ 点 Q 在线段 AB 的垂直平分线上.
于是就有定理:
到线段两端距离相等的点在线段的垂直平分

线上.

上述两条定理互为逆定理,根据上述两条定理,我们

就能证明: 三角形三边的垂直平分线交于一点.

从图 13. 5. 3 中可以看出,要证明三角形三条边的垂

直平分线交于一点,只需证明其中两条边的垂直平分线

的交点一定在第三条边的垂直平分线上就可以了. 其思

路可表示如下:

　 　 　 　 　 　 　 　
l 是 AB 的垂直平分线 ⇒ OA = OB —

m 是 BC 的垂直平分线 ⇒ OB = OC —
⇒ OA = OC ⇒

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　 　　　　　　　　　　

　
　点 O 在 AC 的垂直

　 平分线 n 上

试试看,现在你会证明了吗?

图 13. 5. 2

你能根据分析

中后一种添加辅助

线的方法,写出它的

证明过程吗?

　 　

图 13. 5. 3
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练　 习
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　1. 如图,已知点 A、 B 和直线 l,在直线 l 上求作一点 P,使 PA = PB.

2. 如图, BD ⊥ AC,垂足为点 E, AE = CE. 求证: AB + CD = AD + BC.

(第 1 题)
　 　

(第 2 题)
　 　

(第 3 题)

3. 如图,在△ABC 中,已知点 D 在 BC 上,且 BD + AD = BC. 求证: 点 D 在 AC 的垂直

平分线上.

　 　 3. 角平分线

回忆

我们已经知道角是轴对称图形,角平分线所在的直

线是角的对称轴. 如图 13. 5. 4, OC 是∠AOB 的平分线,
P 是 OC 上任一点,作 PD ⊥ OA, PE ⊥ OB, 垂足分别为

点 D 和点 E. 将∠AOB 沿 OC 对折,我们发现 PD 与 PE
完全重合. 由此即有:

角平分线的性质定理 　 角平分线上的点到角两边

的距离相等.
已知:如图 13. 5. 4, OC 是∠AOB 的平分线,点 P 是

OC 上的任意一点, PD ⊥ OA, PE ⊥ OB, 垂足分别为点

D 和点 E.
求证: PD = PE.

●分析 图中有两个直角三角形 PDO 和 PEO,只要

证明这两个三角形全等,便可证得 PD = PE.

图 13. 5. 4

　
　 　 请写出完

整的证明过程.
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探索

这一定理描述了角平分线的性质,那么反过来会有

什么结果呢?

条件 结论

性质定理　

逆命题　

　 　 你一定发现到角两边距离相等的点的确在该角的

平分线上. 我们可以通过“证明”说明这一结论正确.
已知: 如图 13. 5. 5, QD⊥OA, QE⊥OB,点D、 E为

垂足,QD = QE.
求证: 点 Q 在∠AOB 的平分线上.

●分析 为了证明点 Q 在∠AOB 的平分线上,可以

作射线 OQ,然后证明 Rt△QDO

书书书

!Rt△QEO,从而得到

∠AOQ = ∠BOQ.

●证明 过点 O、 Q 作射线 OQ.
∵ QD ⊥ OA, QE ⊥ OB,
∴ ∠QDO = ∠QEO = 90°.
在 Rt△QDO 和 Rt△QEO 中,
∵ OQ = OQ, QD = QE,
∴ Rt△QDO

书书书

!Rt△QEO(H. L. ),
∴ ∠DOQ = ∠EOQ(全等三角形的对应角相等) .
∴ 点 Q 在 ∠AOB 的平分线上.
于是就有定理:
角的内部到角两边距离相等的点在角的平分线上.

上述两条定理互为逆定理,根据上述两条定理,我们

就能证明: 三角形的三条角平分线交于一点.

写出该定理与

逆命题的条件与结

论,想想看,其逆命

题是 否 是 一 个 真

命题?

图 13. 5. 5
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从图 13 . 5 . 6 中可以看出,要证明三角形的三条角

平分线交于一点,只需证明其中的两条角平分线的交

点一定在第三条角平分线上就可以了. 其思路可表示

如下:

AO 是∠BAC 的平分线 ⇒ OI = OH —

BO 是∠ABC 的平分线 ⇒ OG = OI —
⇒ OG = OH ⇒

点 O 在∠BCA 的

平分线上
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

试试看,现在你会证明了吗?

练　 习
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　1. 如图,在直线 l 上找出一点 P,使得点 P 到∠AOB 的两边 OA、 OB 的距离相等.

(第 1 题)
　 　 　 　 　

(第 2 题)

2. 如图,△ABC 的外角∠CBD 和∠BCE 的平分线相交于点 F. 求证: 点 F 在∠DAE

的平分线上.

　 　 习题 13. 5

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　1. 写出下列命题的逆命题,并判断它是真命题还是假命题:

(1) 如果 x = y, 那么 x2 = y2;
(2) 如果一个三角形有一个角是钝角,那么它的另外两个角是锐角.

图 13. 5. 6
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　2. 如图, AB = AC, ∠A = 50°, DE 垂直平分 AB. 求 ∠DBC 的大小.

3. 如图,在△ABC 中,∠A = 30°, ∠C = 90°,BD 是∠ABC 的平分线,交 AC 于点 D.
求证: 点 D 在 AB 的垂直平分线上.

(第 2 题)
　

(第 3 题)
　

(第 4 题)
　

(第 5 题)

4. 如图,E 是∠AOB 的平分线上一点,EC⊥OA, ED⊥OB,垂足分别为点 C 和点 D.
求证: ∠ECD =∠EDC.

5. 如图,BD⊥AC, CE⊥AB,垂足分别为点 D 和点 E,BD 与 CE 相交于点 F, BF =
CF. 求证:点 F 在∠BAC 的平分线上.

《几何原本》

我们的前人将只研究图形形状和大小的学科称为几何学. 几何学始于巴比

伦人和埃及人所处的时代. 相传古埃及尼罗河每年泛滥,河水冲毁耕地,每次泛

滥后都需要重新丈量土地,从而推动了几何学的产生与发展. 在希腊文和拉丁文

中,“几何学”(Geometry)一词的原意就是“测量土地” . 公元前六百年左右,古希

腊开始形成了较为系统的几何学,当时人们作了大量的几何猜想,并用逻辑推理

的方法证实了许多发现. 在其后的三百年中,用演绎推理证实数学猜想的方法发

展得越来越完善. 公元前三百年左右,古希腊数学家欧几里得(Euclid,约公元前

330 公元前 275)总结了前人的经验,将前人的成果和自己的发现写成了一本叫

做 Elements 的书. 这是一部经典的数学名著. 从印刷技术发明到 19 世纪末,用各

种文字发行的 Elements 已达一千版以上. 这是一部划时代的名著,是最早用公理

法建立演绎数学体系的典范. 在这部数学名著中,欧几里得从当时人们认为的不
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言而喻的几条基本事实出发,运用演绎推理的方法,使一个接一个的几何发现

(定理)得到证明,如同滚雪球一般,使得这个体系中精确无误的几何事实越积

越多,从而推演出了内容丰富多彩的几何学.
在明朝万历年间(1607),我国科学家徐光启(1562 1633)和意大利传教士

利玛窦(M. Ricci, 1552 1610)共同将欧几里得原著的拉丁文本的前 6 卷翻译

成了中文,取名为《几何原本》 . 徐光启巧妙地将“Geometry”翻译成“几何”,既含

有“多少”的意思,又考虑到了“Geo”的发音. 该名词一直沿用到现在. 徐光启的

石像至今还矗立在上海市徐家汇的光启公园中.

　
在清朝咸丰年间(1857),我国数学家李善兰(1811 1882)和英国传教士伟

烈亚力(A. Wylie, 1815 1887)共同将欧几里得原著的英文本的后 9 卷翻译成

了中文. 至此,对欧几里得的 Elements 的翻译工作宣告全部完成.
欧几里得的 Elements 对几何学的发展和几何学的教学起了巨大作用. 人们

为了纪念欧几里得,一直把这种体系的几何学称为欧几里得几何学.
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　 　 一、 知识结构

　 　
　
　
　
　 　　

　
　
　
　全

等
三
角
形

—

— 　 　 　 　 　 　 　　　　　　命题与定理

— 　 　 　 　 　 　 　 　 　　　　　　　　全等三角形的判定 —

— 　 　 　 　 　 　 　 　 　　　　　　　　边角边(S. A. S. )

— 　 　 　 　 　 　 　 　 　　　　　　　　角边角(A. S. A. ) — 　 　 　 　 　 　 　 　 　　　　　　　　角角边(A. A. S. )

— 　 　 　 　 　 　 　 　 　　　　　　　　边边边(S. S. S. )

— 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　　　　　　　　斜边直角边(H. L. )

— 　 　 　 　 　 　 　　　　　　等腰三角形 —

— 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　　　　　　　　　等腰三角形的性质定理

— 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　　　　　　　　　等边三角形的性质定理

— 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　　　　　　　　　等腰三角形的判定定理

— 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　　　　　　　　　等边三角形的判定定理

— 　 　 　 　 　 　　　　　尺规作图 —

— 　 　 　 　 　　　　作线段

— 　 　 　 　　　作角

— 　 　 　 　 　 　 　　　　　　作角平分线

— 　 　 　 　 　　　　作垂线

— 　 　 　 　 　 　 　 　　　　　　　作垂直平分线

— 　 　 　 　 　 　 　 　　　　　　　逆命题与逆定理 —

—

—
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

　

　　　　　　　　　　　　　　　
　线段垂直平分线上的点到线段两端

的距离相等

—
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

　

　　　　　　　　　　　　　　　
　到线段两端距离相等的点在线段的

垂直平分线上

—

—
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

　

　　　　　　　　　　　　　　　
　角平分线上的点到角两边的距离相

等

—
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

　
　　　　　　　　　　　　　　　
　角的内部到角两边距离相等的点在

角的平分线上
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二、 要点

1. 本章研究了命题、定理的条件与结论,以及原命题与它的逆命

题、原定理与它的逆定理之间的关系,这些术语在今后的学习中会经

常遇到.
2. 本章研究的主要内容是三角形全等的判定方法,判定三角形全

等的三个基本事实是我们进行演绎推理的重要依据,它们是从静态的

角度探索发现的依据三角形的基本元素判定三角形全等的方法. 实质

上它们和动态的全等三角形定义是一致的,我们完全可以说明,在这

些条件下的两个三角形一定可以通过图形的基本变换(轴对称、平移

与旋转)而相互重合.
3. 在本章中,我们体会了证明的必要性,知道了经过合情推理探

索发现的数学结论还需要经过演绎推理的确认. 我们还学习了一些基

本的证明方法.
4. 本章对于一些几何图形(等腰三角形、线段的垂直平分线、角平

分线)的研究,都经历了“探索发现———演绎证明”的过程,先通过几何

直观、实验操作,探索发现某些结论,再通过演绎推理验证其正确与

否,体现了合情推理与演绎推理是两种相辅相成的推理方式.
5. 本章还介绍了仅用直尺(没有刻度)与圆规的尺规作图方法,并

使用尺规作图方法作一条线段等于已知线段、作一个角等于已知角、
作已知角的平分线、经过一已知点作已知直线的垂线、作已知线段的

垂直平分线.
华
东
师
范
大
学
出
版
社



第 13 章　 全等三角形·103　　

A组

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 1. 判断下列命题是真命题还是假命题,若是假命题,请举出反例说明:

(1) 两直线平行,同旁内角互补;
(2) 在同一平面内,垂直于同一条直线的两条直线平行;
(3) 相等的角是内错角;
(4) 有一个角是 60°的三角形是等边三角形.

2. 判断题(对的在括号内填“􀳫”,错的在括号内填“ × ”)
(1) 每个命题都有逆命题. (　 　 )
(2) 每个定理都有逆定理. (　 　 )
(3) 真命题的逆命题都是真命题. (　 　 )
(4) 假命题的逆命题都是假命题. (　 　 )

3. 如图, AB = DE, AC ∥ DF, BC ∥ EF. 求证: △ABC

书书书

!△DEF.

(第 3 题)
　 　 　 　

(第 4 题)

4. 如图, AE = DB, BC = EF, BC ∥ EF. 求证: △ABC

书书书

!△DEF.
5. 如图, AC = BD, BC = AD. 求证: △ABC

书书书

!△BAD.

(第 5 题)
　 　 　 　

(第 6 题)

6. 如图, ∠1 = ∠2, ∠B = ∠D. 求证: △ABC

书书书

!△ADC.
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　 7. 如图,在△ABC 中, AB = AC, DB = DC, AD 的延长线交 BC 于点 E. 求证:

∠BAE = ∠CAE.

(第 7 题)

8. 如图, ∠BDA = ∠CEA, AE = AD. 求证: AB = AC.

(第 8 题)

9. 如图, ∠ACB = 90°, AC = AD, DE ⊥ AB. 求证:∠ECD = ∠EDC.

(第 9 题)

10. 如图,要测量河岸相对的两点 A、 B 间的距离,先在 AB 的垂线 BF 上取两点 C、
D,使 B C = CD,再定出 BF 的垂线 DE,使点 A、 C、 E 在同一条直线上,测得的

DE 的长就是 AB 的长,为什么?

　 　

　 　 　 (第 10 题)
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B组

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　11. 如图,在△ABC 中,∠A = 120°, AB = AC, D是 BC边的中点,DE⊥ AB, DF⊥

AC,点 E、 F 为垂足. 求证: △DEF 是等边三角形.

(第 11 题)
　 　 　

(第 12 题)

12. 如图, 在△ABC中,∠C = 90°, ∠A = 36°,DE是线段 AB的垂直平分线,交 AB
于点 D,交 AC 于点 E. 求证: ∠EBC = 18°.

13. 如图, AB = AD, AC = AE, ∠BAE = ∠DAC. 求证: ∠C = ∠E.

(第 13 题) 　 　 　 　 　 　 　 (第 14 题)

14. 如图, BF ⊥ AC, C E ⊥ AB, BE = C F, BF 与 CE 交于点 D. 求证: AD 平分

∠BAC.
15. 如图, AD = BC, ∠ADC = ∠BCD. 求证: ∠BAC = ∠ABD.

(第 15 题)
　 　 　 　 　 　 　 　

(第 16 题)

16. 如图,已知△ABC,求作点 P,使 AP = CP,且点 P 到边 BA、 BC 的距离相等.
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C组

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　17. 两个直角三角形有两个角及一条边分别相等,这两个直角三角形会全等吗? 试

列出各种情况,并一一加以说明.
18. 如图, 已知 Rt△ABC

书书书

!Rt△ADE, ∠ABC = ∠ADE = 90°, BC 与 DE 相交于点

F,连结 CD、 EB.
(1) 请找出图中其他的全等三角形;
(2) 试证明 CF = EF.

(第 18 题)
　 　 　 　

(第 19 题)

19. 如图,在△ABC 与△ABD 中,AD 与 BC 相交于点 O, ∠1 = ∠2, 请你添加一个

条件(不再添加其他线段,不再标注或使用其他字母),使 AC = BD, 并给出

证明.
你添加的条件是:　 　 　 　 　 　 　 　 .
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14.1　 勾股定理

　 　 1. 直角三角形三边的关系

本章导图中的弦图隐含着直角三角形三边之间的

一种奇妙关系,让我们首先观察下面的正方形瓷砖铺成

的地面.

图 14. 1. 1

图 14. 1. 1 是正方形瓷砖铺成的地

面,观察图中着色的三个正方形,显然,
两个小正方形 P、 Q 的面积之和等于大

正方形 R 的面积. 即

AC2 + BC2 = AB2,

这说明,在等腰直角三角形 ABC 中,两直角边的平方和

等于斜边的平方. 那么在一般的直角三角形中,两直角边

的平方和是否等于斜边的平方呢?

观察图 14. 1. 2,如果每一小方格表示 1 平方厘米,
那么可以得到:

正方形 P 的面积 = 　 　 　 　 平方厘米;

正方形 Q 的面积 = 　 　 　 　 平方厘米;

正方形 R 的面积 = 　 　 　 　 平方厘米.

我们发现,正方形 P、 Q、 R 的面积之间的关系是

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 .

由此,我们得出 Rt△ABC 的三边长度之间存在的关

系是　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 .
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(每一小方格表示 1 平方厘米)

图 14. 1. 2

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　
　
　

画出两条直角边分别为 5 cm、 12 cm 的直角三角形,然后用刻度尺量

出斜边的长,并验证上述关系对这个直角三角形是否成立.

概括

由上面的探索可以发现: 对于任意的直角三角形,
如果它的两条直角边分别为 a、 b,斜边为 c,那么一

定有

a2 + b2 = c2,

这种关系我们称为勾股定理.
勾股定理 　 直角三角形两直角边的平方和等于斜

边的平方.
勾股定理揭示了直角三角形三边之间的关系.

　 　 这就是我国

古代所发现的勾

股定理.
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图 14. 1. 3

我国古代把直角三角形中较短的直角边称为勾,
较长的直角边称为股,斜边称为弦. “弦图”最早是由三

国时期的数学家赵爽在为《周髀算经》作注时给出的,
它标志着中国古代的数学成就. 图 14. 1. 3 是 2002 年在

北京召开的国际数学家大会(ICM 2002)的会标,其图

案正是由“弦图”演变而来.

图 14. 1. 4 是弦图的示意图,它由 4 个全等的直角三

角形与一个小正方形组成,恰好拼成一个大正方形. 大正

方形的面积等于 c2,同时它的面积又等于四个全等的直

角三角形和小正方形的面积之和,于是有 4·1
2 ab + (b -

a) 2 = c2,化简即得 a2 + b2 = c2,这就证明了勾股定理.

图 14. 1. 4

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　

图 14. 1. 5

用四个全等的直角三角形, 还可以拼成如图

14. 1. 5 所示的图形. 与上面的方法类似,根据这一图

形,也能证明勾股定理. 请你试一试,写出完整的证明

过程.
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　 　 ●例 1 在 Rt△ABC 中,已知∠B = 90°, AB = 6,
BC = 8. 求 AC.

●解 根据勾股定理,可得

AB2 + BC2 = AC2 .

所以 AC = AB2 + BC2 = 62 + 82 = 10.

练　 习
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　

　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　

　
　

　
　

　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　

　
　

　
　

　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　

　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　

　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　

　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　

　
　

　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　

　
　

　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　

　
　

　1. 在 Rt△ABC 中, AB = c, BC = a, AC = b, ∠C = 90°.

(1) 已知 a = 6, c = 10, 求 b; 　 　 　 (2) 已知 a = 24, c = 25, 求 b.

2. 如果一个直角三角形的两条边长分别是 3 厘米和 4 厘米,那么这个三角形的周长

是多少厘米? (精确到 0. 1 厘米)

　 　●例 2 如图 14. 1. 6,Rt△ABC 的斜边 AC 比直角边

AB 长 2 cm,另一直角边 BC 长为 6 cm. 求 AC 的长.

●解 由已知 AB = AC - 2, BC = 6 cm,根据勾股

定理,可得

AB2 + BC2 = (AC - 2) 2 + 62 = AC2,

解得 AC = 10(cm) .

●例 3 如图 14. 1. 7,为了求出位于湖两岸的点 A、
B 之间的距离,一名观测者在点 C 设桩,使△ABC 恰好为

直角三角形. 通过测量,得到 AC 的长为 160 米,BC 的长

为 128 米. 问从点 A 穿过湖到点 B 有多远?

图 14. 1. 7

　 　 应用勾股定理,由直

角三角形任意两边的长

度,可以求出第三边的

长度.

图 14. 1. 6
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　 　●解 如图 14. 1. 7,在 Rt△ABC 中,

AC = 160 米, BC = 128 米,

根据勾股定理,可得

　 　 　 　 AB = AC2 - BC2

= 1602 - 1282

= 96(米) .

答: 从点 A 穿过湖到点 B 有 96 米.
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　1. 如图,小方格都是边长为 1 的正方形. 求四边形 ABCD 的面积与周长. (精确到 0. 1)

(第 1 题)
　 　 　 　 　 　 　

(第 2 题)

2. 假期中,王强和同学到某海岛上去探宝旅游. 按照探宝图(如图),他们在点 A 处登

陆后先往东走 8 千米,又往北走 2 千米,遇到障碍后又往西走 3 千米,再折向北走

到 6 千米处往东一拐,仅走 1 千米就找到了宝藏,问登陆点 A 到宝藏埋藏点 B 的

直线距离是多少千米?

　 　 2. 直角三角形的判定

古埃及人曾经用下面的方法画直角: 将一根长绳打

上等距离的 13 个结,然后如图 14. 1. 8 那样用桩钉钉成

一个三角形,他们认为其中一个角便是直角.
你知道这是什么道理吗?图 14. 1. 8
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试画出三边长度分别为如下数据的三角形,看看它

们是一些什么样的三角形:
(1) a = 3, b = 4, c = 5;
(2) a = 4, b = 6, c = 8;
(3) a = 6, b = 8, c = 10.

可以发现,按(1)、 (3)所画的三角形都是直角三角

形,最长边所对的角是直角;按(2)所画的三角形不是直

角三角形.
在这三组数据中,(1)、 (3)两组数据恰好都满足

a2 + b2 = c2 . 对于直角三角形的判定,有一般的结论:
勾股定理的逆定理　 如果三角形的三边长 a、 b、 c

有关系 a2 + b2 = c2,那么这个三角形是直角三角形,且
边 c 所对的角为直角.

已知:如图 14. 1. 9(1),在△ABC 中, AB = c, BC =
a, AC = b, a2 + b2 = c2 .

求证:∠C = 90°.

●证明 如图14. 1. 9(2),作△A′B′C′,使∠C′ = 90°,
A′C′ = b, B′C′ = a, 则 A′B′2 = a2 + b2 = c2, 即

A′B′ = c.

在△ABC 和△A′B′C′中,
∵ BC = a = B′C′,

AC = b = A′C′,
AB = c = A′B′,

∴ △ABC

书书书

!△A′B′C′.
∴ ∠C =∠C′ = 90°.

●例 4 已知△ABC, AB = n2 - 1, BC = 2n, AC =
n2 + 1 (n 为大于 1 的正整数) . 试问△ABC 是直角三角

形吗? 若是,哪一条边所对的角是直角? 请说明理由.

　 　 你画的三角

形如何?

图 14. 1. 9
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●解 ∵ AB2 + BC2 = (n2 - 1) 2 + (2n) 2

= n4 - 2n2 + 1 + 4n2

= n4 + 2n2 + 1
= (n2 + 1) 2

= AC2,
∴ △ABC 是直角三角形,边 AC 所对的角是直角.

能够成为直角三角形三条边长的三个正整数,称为

勾股数. 例如,3、 4、 5, 6、 8、 10, n2 - 1、 2n、 n2 + 1(n 为

大于 1 的正整数)等都是勾股数.
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　1. 设三角形的三边长分别等于下列各组数,试判断各三角形是否是直角三角形. 若

是,指出哪一条边所对的角是直角.

(1) 12, 16, 20;　 　 　 　 　 　 (2) 1. 5, 2, 2. 5.

2. 若一个三角形的三条边长 a、 b、 c 满足 a2 = c2 - b2,则这个三角形是直角三角形吗?

3. 想一想,你现在有多少种方法可以判断一个三角形是直角三角形.

　 　 3. 反证法

我们已经知道,当一个三角形的三边长 a、 b、 c
(a≤b≤c)有关系 a2 + b2 = c2 时,这个三角形一定是直

角三角形. 那么,如果此时 a2 + b2 ≠ c2,这个三角形是否

一定不是直角三角形呢?

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

　
　
　
　
　
　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　
　
　
　
　
　

画出以如下各组数为边长的三角形,算算较短的两边长的平方和是

否等于最长边的平方,再观察它们的图形,你发现了什么?
(1)a = 1. 0, b = 2. 4, c = 2. 6;　 　 (2)a = 2, b = 3, c = 4;
(3)a = 2, b = 2. 5, c = 3.

　 　 想一想,为什

么选择 AB2 + BC2?
AB、 BC、 CA 的大

小关系是怎样的?华
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　 　 我们可以发现,第一组恰好满足 a2 + b2 = c2, 由勾

股定理的逆定理可知,组成的三角形是一个直角三角形,
与所画图形一致. 而另外两个三角形的较短的两边长的

平方和都不等于最长边的平方,所画图形都不是直角三

角形. 由此,可以猜想:
当一个三角形的三边长 a、 b、 c (a≤ b≤ c) 有关系

a2 + b2 ≠ c2 时,这个三角形不是直角三角形.
然而,想从已知条件 a2 + b2 ≠ c2(a≤ b≤ c) 出发,

直接经过推理,得出结论,十分困难. 我们可以换一种思

维方式,用如下方法证明这个结论:
(1) 假设它是一个直角三角形;
(2) 根据勾股定理,一定有 a2 + b2 = c2, 与已知条

件 a2 + b2 ≠ c2 矛盾;
(3) 因此假设不成立,即它不是一个直角三角形.
这种证明方法叫做“反证法” . 其步骤为:
先假设结论的反面是正确的;然后通过演绎推理,推

出与基本事实、已证的定理、定义或已知条件相矛盾;从
而说明假设不成立,进而得出原结论正确.

反证法是数学证明的一种重要方法,历史上许多著名的命题

都是用反证法证明的. 一个命题,当正面证明有困难或者不可能

时,就可以尝试运用反证法,有时该问题竟能轻易地被解决,此即

所谓“正难则反” . 因此,牛顿就说过:“反证法是数学家最精良的

武器之一. ”用反证法不是直接证明结论,而是间接地去否定与结

论相反的一面,从而得出事物真实的一面. 反证法是一种间接的

证明方法.

　 　
　 　 注意 a、 b、 c
的大小关系: a≤
b ≤ c.

　 　 回想一下,
以前用过类似的

方法吗?
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　 　 我们在七年级上学期证明“两直线平行,同位角相

等”这一结论时,其实使用的就是反证法.

思考

现在再回到勾股定理:直角三角形两直角边的平方

和等于斜边的平方. 即“在△ABC 中,如果 AB = c, BC =
a, CA = b,且∠C = 90°,那么 a2 + b2 = c2”是一个真命题.
对于一般的非直角三角形,情况又会如何呢? 即“在

△ABC 中,如果 AB = c, BC = a, CA = b,且∠C≠90°,
那么 a2 + b2 ≠ c2” 是真命题吗?

我们同样可以用反证法证明它是一个真命题.

●例 5 求证:两条直线相交只有一个交点.
已知:两条相交直线 l1 与 l2 .
求证:l1 与 l2 只有一个交点.

●分析 想从已知条件“两条相交直线 l1 与 l2 ”出

发,经过推理,得出结论“ l1 与 l2 只有一个交点”是很困

难的,因此可以考虑用反证法.

●证明 假设两条相交直线 l1 与 l2 不止一个交点,
不妨假设 l1 与 l2 有两个交点 A 和 B.

这样过点 A 和点 B 就有两条直线 l1 和 l2 . 这与两点

确定一条直线,即经过点 A 和点 B 的直线只有一条的基

本事实矛盾.
所以假设不成立,因此两条直线相交只有一个交点.

●例 6 求证:在一个三角形中,至少有一个内角小

于或等于 60°.
已知:△ABC.
求证:△ABC 中至少有一个内角小于或等于 60°.

●证明 假设△ABC 中没有一个内角小于或等于

60°,即∠A > 60°, ∠B > 60°, ∠C > 60°.

　 　 先思考作什

么假设,再用反

证法 写 出 推 理

过程.
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于是

∠A + ∠B + ∠C > 60° + 60° + 60° = 180°,

这与“三角形的内角和等于 180°”这个定理矛盾.
所以△ABC 中至少有一个内角小于或等于 60°.
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　1. 求证:在一个三角形中,如果两条边不相等,那么它们所对的角也不相等.

2. 求证:两条直线被第三条直线所截,如果内错角不相等,那么这两条直线不平行.

　 　 习题 14. 1

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　1. 把两个全等的直角三角形拼成如图所示的形状,使点 A、 E、 D 在同一条直线上.

利用此图的面积表示式证明勾股定理.

(第 1 题)

2. 在△ABC 中, ∠B = 90°, AC = 13 cm, BC = 5 cm. 求AB 的长.
3. 如图,分别以直角三角形的三边为边长向外作正方形,然后分别以三个正方形的

中心为圆心、正方形边长的一半为半径作圆. 试探索这三个圆的面积之间的

关系. 　

(第 3 题)
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(第 4 题)

4. 如图,已知 Rt△ABC 的三边长分别为 6、 8、 10,分别以

它的三边为直径向上作三个半圆,求图中着色部分的

面积.
5. 试判断以如下 a、 b、 c 为三边长的三角形是不是直角三

角形. 如果是,那么哪一条边所对的角是直角?

(1) a = 25, b = 20, c = 15; 　 　 　 　 (2) a = 1, b = 2, c = 3 ;
(3) a = 40, b = 9, c = 40; 　 (4) a ∶ b ∶ c = 5 ∶ 12 ∶ 13.

6. 求证:在一个三角形中,如果两个角不相等,那么它们所对的边也不相等.
7. 人们习惯上以英寸来计量电视机的大小,通常电视机的大小是以屏幕的对角线

长度来衡量的,我们通常说的 29 英寸、34 英寸等指的就是这个指标. 如果

1 英寸≈2. 54 厘米,请你量一下家里电视机屏幕的长和宽,计算出电视机屏幕的

对角线长度,看看家中电视机是多大尺寸的.

勾股定理史话

　 　 勾股定理从被发现到现在已有五千年的历史. 早在公元前三千年的巴比伦

人就已经知道和应用它了. 我国古代也发现了这个定理. 据《周髀算经》记载,商
高(公元前 1120 年)对勾股定理已有明确的认识,《周髀算经》中有商高答周公

的话:“勾广三,股修四,径隅五. ”同书中还有另一位学者陈

子(公元前六七世纪)与荣方(公元前 6 世纪)的一段对话:
“求邪(斜)至日者,以日下为勾,日高为股,勾、股各自乘,并
而开方除之,得邪至日(弦)”(如图所示),即

邪至日(弦) = 勾2 + 股2 .

这里陈子已不限于“三、四、五”的特殊情形,而是推广

到一般情形了.
人们对勾股定理的认识,经历过一个从特殊到一般的过程,其特殊情况在世

界很多地区的现存文献中都有记载,很难区分这个定理是谁最先发现的 . 国外
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一般认为这个定理是毕达哥拉斯(Pythagoras)学派首先证明的,因而称为毕达哥

拉斯定理.
勾股定理曾引起很多人的兴趣,人们对这个定理的证明找到了很多方法.

1940 年卢米斯(E. S. Loomis)专门编辑了一本证明勾股定理的小册子———《毕

氏命题》,收集了这个著名定理的 370 种证明,其中包括大画家达·芬奇和美国

第 20 任总统詹姆士·阿·加菲尔德( James Abram Garfield, 1831 1881) 的

证法.

美丽的勾股树

　 　 你可能去过森林公园,看到过许许多多千姿百态的植物. 可是你是否见过如

下的勾股树呢?

　 　 　 　 　 　

你知道这是如何画出来的吗? 仔细观察,你就会发现那一个个细小的部分

正是我们学过的勾股图,它们一个接着一个连在一起,构成了多么奇妙美丽的勾

股树! 动手画画看,相信你也能画出其他形态的勾股树.
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14.2 　 勾股定理的应用

勾股定理能解决直角三角形的许多问题,因此在现

实生活和数学中有着广泛的应用.

●例 1 如图 14. 2. 1,一圆柱体的底面周长为20 cm,
高 AB 为 4 cm,BC 是上底面的直径. 一只蚂蚁从点 A 出

发,沿着圆柱的侧面爬行到点 C,试求出爬行的最短

路程. (精确到 0. 01 cm)

图 14. 2. 1

●分析 蚂蚁实际上是在圆柱的半个侧面内爬行,如
果将这半个侧面展开(如图14. 2. 2),得到长方形 ABCD,
根据“两点之间,线段最短”,所求的最短路程就是这一

展开图———长方形 ABCD 的对角线 AC 之长.

图 14. 2. 2

●解 如图 14. 2. 2,在 Rt△ABC 中,BC =底面周长

的一半 = 10 cm. 由勾股定理,可得

AC = AB2 + BC2

= 42 + 102

= 116 ≈ 10. 77(cm) .

答: 爬行的最短路程约为 10. 77 cm.
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●例 2 一辆装满货物的卡车,其外形高 2. 5 米,宽
1. 6 米,要开进厂门形状如图 14. 2. 3 所示的某工厂,问这辆

卡车能否通过该工厂的厂门(厂门上方为半圆形拱门)?

●分析 由于车宽 1. 6 米,所以卡车能否通过,只要

比较距厂门中线 0. 8 米处的高度与车高即可. 如图

14. 2. 3 所示,点 D 在离厂门中线 0. 8 米处,且 CD⊥AB,
与地面相交于点 H.

●解 在 Rt△OCD 中,由勾股定理,可得

CD = OC2 - OD2 = 12 - 0. 82 = 0. 6,

CH = CD + DH = 0. 6 + 2. 3 = 2. 9 > 2. 5.

可见高度上有 0. 4 米的余量,因此卡车能通过厂门.

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　

图 14. 2. 4

如图 14. 2. 4,以 Rt△ABC 的三边为边分别向外作

正方形. 在以 BC 为边所作的正方形中,点 O 是正方形

对角线的交点,过点 O 作 AB 的平行线,交正方形于

M、 N 两点,过点 O 作 MN 的垂线,交正方形于 E、 F 两

点,这样把正方形划分成四个形状与大小都一样的四

边形. 试将图中 5 个着色的图形拼入到上方空白的大

正方形中,填满整个大正方形.

练　 习
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　 　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　 　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　 　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　 　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　

　
　

　
　

　 　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　

(第 1 题)

1. 为了加固电线杆,往往需要

给它拉上一条固定于地面的

钢缆. 如图,从电线杆离地面

5 米处向地面拉一条 7 米长

的钢缆,求钢缆在地面上的

固定点 A 到电线杆底部 B

的距离. (精确到 0. 1 米)

图 14. 2. 3
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　2. 轮船 A 以 16 海里 / 时的速度离开港口 O 向东北方向航行,轮船 B 在同时同地以

12 海里 / 时的速度向西北方向航行. 试求 A、 B 两船离开港口 O 一个半小时后的

距离.

　 　●例 3 如图 14. 2. 5,在 3 × 3 的方格图中,每个小

方格的边长都为 1,请在给定网格中按下列要求画出

图形:
(1) 画出所有从点 A 出发,另一个端点在格点(即

小正方形的顶点)上,且长度为 5的线段;
(2) 画出所有以题(1)中所画线段为腰的等腰三

角形.

●分析 只需利用勾股定理看哪一条以格点为端点

的线段满足要求.

●解 (1) 图 14. 2. 6 中,AB、 AC、 AE、 AD 的长度

均为 5 .
(2) 图 14. 2. 6 中,△ABC、 △ABE、 △ABD、 △ACE、

△ACD、 △AED 就是所要画的等腰三角形.

●例 4 如图 14. 2. 7,已知 CD = 6 m, AD = 8 m,
∠ADC = 90°, BC = 24 m, AB = 26 m. 求图中着色部分

的面积.

●解 在 Rt△ADC 中,
∵ AC2 = AD2 + CD2(勾股定理)

= 82 + 62 = 100,
∴ AC = 10.
∵ AC2 + BC2 = 102 + 242 = 676 = 262 = AB2,
∴ △ACB 为直角三角形(勾股定理的逆定理),

∴ S阴影部分 = S△ACB - S△ACD

= 1
2 × 10 × 24 - 1

2 × 6 × 8

= 96(m2) .

图 14. 2. 5
　 　

图 14. 2. 6
　 　

图 14. 2. 7
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练　 习
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　

　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　

　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　

　
　

　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　

　
　

　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　

　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　

　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　1. 形状为直角三角形的一块铁板的三边长分别为 2 米、4 米、x 米,试求出 x 的所有可

能值. (精确到 0. 01 米)

2. 利用勾股定理,分别画出长度为 3厘米和 5厘米的线段.

　 　 习题 14. 2

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　1. 现有一张等腰直角三角形的卡片,其斜边长为 2 cm,试求出它的直角边和斜边

上高的长度. (精确到 0. 1 cm)
2. 如图所示的图形由 4 个等腰直角三角形组成,其中直角三角形①的腰长为 1 cm,

求直角三角形④的斜边长度.

(第 2 题)
　 　 　

(第 3 题)

3. 如图,为了加固一个高 2 米、宽 3 米的大门,需在相对角的顶点间加一根木条. 求
木条的长度. (精确到 0. 1 米)

4. 已知三角形的三边长分别是 n + 1、 n + 2、 n + 3, 当 n 为多少时,该三角形是一

个直角三角形?
5. 如图, AD⊥ CD, AB = 13, BC = 12, CD = 4, AD = 3, ∠CAB = α. 求∠B. (用

α 表示)

(第 5 题)
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勾股定理的“无字证明”

　 　 在勾股定理的学习过程中,我们已经学会了运用以下图形,验证著名的勾股定理.

这种根据图形直观推论或验证数学规律和公式的方法,简称为“无字证明” .
对于勾股定理,我们还可以找到一些用于“无字证明”的图形,如下列各图.

你会用这些图形验证勾股定理吗?

　 　 　 　 　 　 　 　 　

　 　 　 　 　 　
现在请你和大家一起,查阅课本和其他有关书籍,或上网查询各种相应的资

料,相信你一定能够找到更多有趣的图形,验证勾股定理.
实际上你还可以发现,“无字证明”也可以用于验证数与代数、图形与几何

等领域中的许多数学公式和规律. “无字证明”体现了数形结合的思想方法,展

示了数学美.
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　 　 一、 知识结构

　 　 　 　 　 　 　　　　　　直角三角形

　 　 　 　 　 　　　　　勾股定理
　 　 　 　　　应用

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　　　　　　　　勾股定理的逆定理

　 　 　 　 　　　　反证法

　

二、 要点

1. 本章研究了揭示直角三角形三边之间关系的勾股定理和勾股

定理的逆定理. 勾股定理是一个著名的几何定理,在西方也被称为毕

达哥拉斯定理,早在几千年以前,我国古代劳动人民就已经发现并开

始应用勾股定理了. 勾股定理有几百种证明方法,本章主要介绍的是

我国古代数学家赵爽的证明方法,这种方法利用直角三角形的面积与

正方形的面积的关系,数形结合,直观、简洁,体现了我国古代几何学

的思想方法.
2. 如果知道了直角三角形任意两边的长度,那么应用勾股定理可

以计算出第三边的长度;如果知道了一个三角形三边的长,也可以利

用勾股定理的逆定理判断这个三角形是否是直角三角形. 勾股定理可

以解决直角三角形中的许多问题,在现实生活中有许多重要应用.
3. 反证法是从反面的角度着手的间接证明方法,即:肯定条件而

否定结论,从而得出矛盾,使命题获得证明. 反证法是数学中常用的一

种证明方法. 当命题从正面不容易或不能得到证明时,就可以考虑运

用反证法.
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(第 1 题)

(第 2 题)

1. 求下列各图形着色部分的面积:
(1) 着色部分是正方形;　 (2) 着色部分是长方形;　 (3) 着色部分是半圆.

2. 如图,以 Rt△ABC 的三边为斜边分别向外作三个等腰直角三角形,试探索这三
个等腰直角三角形的面积之间的关系.

3. 试判断由下列三边围成的三角形是否是直角三角形:
(1) 三边长分别为 m2 + n2、 mn、 m2 - n2 (m > n > 0);
(2) 三边长之比为 1∶ 1∶ 2 .

4. 一架 2. 5 米长的梯子靠在一座建筑物上,梯子的底部离建筑物 0. 7 米,如果梯
子的顶部滑下 0. 4 米,梯子的底部向外滑出多远?

(第 4 题)
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　 5. 在如图所示的图形中,所有的四边形都是正方形,所有的三角形都是直角三角形,

其中最大正方形的边长为 7 cm. 求正方形 A、 B、 C、 D 的面积和.

(第 5 题)

B组

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　

(第 7 题)

6. 在△ABC 中, AB = AC = 10, BD 是 AC 边上的高,DC = 2. 求 BD 的长.
7. 有一块四边形地 ABCD (如图), ∠B = 90°,

AB = 4 m, BC = 3 m, CD = 12 m, DA = 13 m.
求该四边形地的面积.

8. 我们已经知道,3、 4、 5, 6、 8、 10 等都是一些勾
股数. 请你再写出其他 5 组勾股数.

9. 试证明一个五边形不可能有 4 个内角为锐角.

C组

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　10. 已知△ABC 的三边长 a、 b、 c 满足条件:a4 - b4 + b2c2 - a2c2 = 0. 试判断△ABC

的形状.
11. 如图,在四边形 ABCD 中, AB = BC = 2, CD = 3, DA = 1, 且 ∠B = 90°. 求

∠DAB 的大小.

(第 11 题)

华
东
师
范
大
学
出
版
社



128　　 ·第 14 章　 勾股定理

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　

(第 13 题)

12. 如图,在五边形 ABCDE 中, ∠B = ∠E = 90°, AB = 5 cm, △ABC 的面积是

30 cm2, △ACD 与 △AED 关于 AD 所在的直线成轴对称. 求 AE 的长.

(第 12 题)

13. 折竹抵地(源自《九章算术》):
今有竹高一丈,末折抵地,去本三尺. 问折者高几何?
意即: 一根竹子,原高一丈,虫伤有病,一阵风将竹子

折断,其竹梢恰好抵地,抵地处离原竹子处 3 尺远. 问
原处还有多高的竹子?
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15.1　 数据的收集

　 　 1. 数据有用吗

你喜欢看球赛吗? 有没有注意过解说员是怎样点评

一场球赛的?
解说员常常在比赛间隙对双方的表现评价一番,比

如,领先的队为什么能取得优势,落后的队输在哪里,教
练是否应该调整比赛策略,等等.

通常,在比赛开始之前,解说员都会准备一些双方球

队的数据资料,比如,每位队员的身高、体重、年龄以及球

队以往的战绩等. 另外,还会准备一份用于记录本场比赛

攻守情况的统计表格. 表 15. 1. 1 是 2010

书书书

! 2011 年赛季

CBA 总决赛第三场比赛后公布的比赛统计表.

表 15. 1. 1　 2010

书书书

!2011 年赛季 CBA 总决赛第三场比赛统计表

新疆 广东

最终得分 118 85

二分球 30 / 47 22 / 37

二分球命中率 64% 59%

三分球 11 / 24 8 / 32

三分球命中率 46% 25%

罚篮 25 / 29 17 / 26

罚篮命中率 86% 65%

进攻篮板 14 20

防守篮板 16 15

快攻 3 / 3 4 / 4

扣篮 2 3

从 表 中 的 数 据

看,新疆队最终为什

么能够战胜广东队?
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续　 表

新疆 广东

盖帽 3 3

助攻 17 8

失误 18 22

　 　 从整场比赛来看,新疆队最终能以 118 比 85 的比分

战胜对方,靠的是高于对方的投篮命中率、较少失误以及

后卫的出色发挥,新疆队 2 分球、3 分球、罚篮的命中率

以及后卫助攻的次数都胜过对方.

日常生活中,会碰到各种各样的问题:
(1) 我们班推荐谁当校学生会委员的候选人?
(2) 班级同学喜欢哪些体育活动?
(3) 你会做哪些家务? 一周累计花多少时间做家务?
(4) 班里有同月同日出生的同学吗?
(5) 历届奥运会男子 100 米短跑的成绩怎样?
(6) 玩飞行棋时要投掷骰子,有没有哪个或哪些点

数不太容易出现?
(7) 豌豆荚里有几粒豆子不确定,那么豆子的粒数

有规律吗?
请从上述问题中挑选一个,进行调查,并记录调查中

收集到的数据.

　 　 2. 数据的收集

要解决以上问题离不开调查中得到的数据. 数据有

助于我们发现一些有趣的现象或者事实,进而作出合理

的判断.
假如我们对豌豆荚里豆子的粒数有兴趣,就让我们

回顾一下通过调查收集数据的过程.
第一步:明确调查问题———完整的豌豆荚里通常会

有几粒豆子;
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第二步:确定调查对象———一定数量的豌豆荚;
第三步:选择调查方法———打开每个豌豆荚,数清其

中的豆子粒数,约定怎样成熟度的豆子才计数,如直径大

于 3 毫米;
第四步:展开调查———数出每个豌豆荚中豆子的

粒数;
第五步:记录结果———一位同学数数,一位同学记

录,一位同学监督;
第六步:得出结论———在我们调查的豌豆荚中,包含

几粒豆子的豌豆荚最多,大部分豌豆荚里有几粒豆子,这
些豌豆荚里最少以及最多有几粒豆子,等等.

表 15. 1. 2 是某位同学对 80 个豌豆荚中豆子粒数的

统计结果.

表 15. 1. 2　 豌豆荚中豆子粒数统计表

豆子粒数 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

记　 录 正 正正 正正 正正正 正正正 正

出现次数 3 4 7 11 12 16 17 7 1 2

根据统计数据,在我们调查的豌豆荚中,包含 6 粒豆

子的豌豆荚最多,包含 5 粒的也很多,大部分豌豆荚中有

2

书书书

!7 粒豆子,最多的有 9 粒豆子,最少的则一粒豆子都

没有.
在记录数据时,我们发现:有的对象(如豆子粒数

为 6)出现的次数很多,很频繁,而有的对象(如豆子粒数

为 8)出现的次数则相对较少,不太频繁. 今后,我们用

频数(frequency)这个词来表示每个对象出现的次数,用
频率(relative frequency)这个词来表示每个对象出现的

次数与总次数的比值(或者百分比) . 频数和频率都能够

反映每个对象出现的频繁程度.
你能计算表 15. 1. 2 中“豆子粒数为 5”出现的频数

和频率各是多少吗?

如果没有经过调

查,直接说这些豌豆

荚中包含 6 粒豆子的

最多,有没有说服力?
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思考

(1) 豌豆荚问题中,每种豆子粒数出现的频数就是

每种豆子粒数出现的　 　 　 　 ;每种豆子粒数出现的频

率就是　 　 　 　 与　 　 　 　 的比值.
(2) 甲同学调查了 100 个豌豆荚,其中有 14 个豌豆

荚中只有 3 粒豆子,乙同学调查了 50 个豌豆荚,其中有

11 个豌豆荚中有 6 粒豆子,能否认为有 3 粒豆子的豌豆

荚比有 6 粒豆子的豌豆荚多? 请通过这个例子说明频数

和频率在使用上的异同点.

小学阶段我们已经做过投掷正方体骰子的游戏. 随
意投掷,骰子落定以后应该只有 6 种可能,即朝上一面出

现的点数为 1、 2、 3、 4、 5 或 6. 但投掷之前谁也无法预

测它落定后朝上的一面出现哪个点数.
表 15. 1. 3 记录了某班投掷骰子的情况以及一些计

算结果,请完成表中余下的计算. 仔细观察表中的数据,
看看能发现哪些规律.

表 15. 1. 3　 投掷骰子游戏中不同点数出现情况统计表

投掷结果
甲 10 次 乙 10 次 甲乙合计 20 次 全班合计 400 次

频数 频数 频数 频率 频数 频率

出现 1 点 0 0 66

出现 2 点 3 0 62

出现 3 点 0 2 77

出现 4 点 2 1 74

出现 5 点 3 5 60

出现 6 点 2 2 61
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谁是《红楼梦》的作者

　 　 我国有一部古典文学名著《红楼梦》,虽然书的

封面上通常都印有曹雪芹和高鹗两位作家的名字,但
是,它的作者究竟是谁,现在还是一个谜. 一些专家正

在试图用数学方法揭开这个谜.
有一种研究方法是以计算机为工具,对这部名著

的遣词造句进行统计和分析,看写作手法是否前前后

后完全一致. 如果整本小说出自一人之手,那么不管

翻到书的哪一部分,遣词造句的写作手法应该极其

相像.
谈祥柏先生在他的《数学广角镜》一书中介绍说,湖南师范大学的一位学者

发现,在《红楼梦》的前 80 回中,丫环、佣人、老妈子等下人都自称为“小的”,可

到了后 40 回,则一般都自称为“奴才”,这就露出了一个“马脚”,说明前 80 回和

后 40 回的作者可能不是同一个人.
1987 年《复旦大学学报(社科版)》介绍说,复旦大学的李贤平先生将《红楼

梦》120 回看作一个整体,统计了 47 个虚字的出现频率,又提出了不能笼统地认

为前 80 回为一人所写、后 40 回为另一不相干的人所写的看法.
那么《红楼梦》的作者究竟是曹雪芹一个人呢,还是曹雪芹和高鹗两个人

呢,还是它原本就是一部在几本民间小说基础上合成的长篇小说呢? 至今还没

有定论.
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　 　 习题 15. 1

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　1. 设计一张记录全班同学身高、体重的统计表格,并向班级里的每位同学收集数

据,填入此表. (注意保存好数据备用)
2. 你们班的同学中有在同一个月出生的吗? 有在同月同日出生的吗? 你们班的同

学在哪个月出生的最多? 其他班的同学也是在那个月出生的最多吗? 做个小调

查,看看会有什么有趣的发现.
3. 调查一下这两个月来每天的最低气温,其中最低的温度是多少度? 这两个月中

有几天达到这个温度? 这两个月每天的最低气温中哪个温度出现得最多(频数

最大)? 有几天达到这个温度? 它出现的频率是多少?
4. 一位同学随手写了下面这一长串数字:

10100100010011001010110110100011100011011010101100.

请问 0 和 1 出现的频数和频率各是多少?
5. 将一张纸裁成 4 张完全相同的小纸片,依次给它们标上 1、 2、 3、 4 这四个号码,

折叠好,放入一个盒中摇匀. 闭上眼睛取出一张,记录下它的号码,折叠好,重新

放回盒中摇匀后再取. 这样重复取 20 次,将你得到的结果填入下表.

号　 码 1 2 3 4

频　 数

频　 率

根据表中的数据,请尽可能多地列出你的所有发现或猜测. 如果有兴趣,还可以

再重复取 20 次,甚至 40 次,检验一下你猜想的结论是否总是正确的.

15.2 　 数据的表示

我们在小学阶段已经学过一些统计知识,也曾见到

过如图 15. 2. 1 所示的统计图:
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六(1)班最喜欢的运动项目统计图
某地区去年月平均气温统计图 六年级学生最喜欢的

文艺节目统计图

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

图 15. 2. 1　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

其中有条形统计图(bar chart)、折线统计图(broken
line graph)和扇形统计图(pie chart) . 现在让我们进一步

认识这些统计图,利用它们传递各种有用的信息.

　 　 1. 扇形统计图

问题 1

在某所医院的健康宣传栏里有一幅如图 15. 2. 2 所

示的海报. 显然,这样的统计图比文字更具有表现力.

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　
　
　
　

　　　　　　　　　　　　　　　
　
　
　 请保护您的牙齿!

因为

牙齿一旦失去,不再拥有!

图 15. 2. 2　 失去牙齿的原因(1985 年卫生部全国调查)

这组统计图告诉

我们什么?
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图中各个扇形分别代表什么? 人们失去牙齿最主

要的原因是什么? 对于不同年龄的人群,情况有没有

不同?
图 15. 2. 2 所示的每个圆中所有扇形表示的百分比

之和为多少? 量一量,每个扇形的圆心角度数是多少?
同一个扇形统计图中各扇形圆心角的大小与图上所标

的相应百分比之间有什么关系? 如果不用量角器测量,
你能根据百分比计算各个圆心角的度数吗?

因为扇形统计图可以清楚地告诉我们各部分数量

占总数量的百分比,所以我们在表示各部分数量在总数

量中所占份额时常常使用扇形统计图.

问题 2

2002 年 12 月 3 日,从摩纳哥蒙特卡洛举行的国际

展览局大会上传来振奋人心的消息———中国当选为

2010 年世博会的东道主! 选举由国际展览局 89 个成员

国的代表以无记名投票方式进行.
在首轮投票中,中国以 36 票位居第一,韩国 28 票,

俄罗斯 12 票,墨西哥 6 票,波兰被淘汰;
在第二轮投票中,中国获 38 票,韩国 34 票,俄罗斯

10 票,墨西哥被淘汰;
在第三轮投票中,中国获 44 票,韩国 32 票,俄罗斯

被淘汰;
在最后一轮投票中,中国以 54 票胜出.

　

怎样用扇形统计图表示各国得票数占总票数的百

分比?
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以首轮投票的结果为例:
中国得票数占总票数的百分比为

36 ÷ 89 ≈ 40. 45% .

如图 15. 2. 3,反映在扇形统计图上,扇形圆心角的

度数应为

360° × 40. 45% ≈ 145. 6°.

你能将韩国、俄罗斯、墨西哥的该轮得票率补充在图

15. 2. 3 的扇形统计图中吗?
如果条件允许,请借助计算机中的 Excel 软件绘制

这幅扇形统计图,看看是不是又快又好.
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　1. 根据下表,你能用扇形统计图把各大洲土地面积占全球土地总面积的百分比表示

出来吗? 有条件的话,请尝试用计算机中的 Excel 软件帮你作图. (精确到 0. 1% )

七大洲土地面积表

洲　 名 亚洲 非洲 欧洲 北美洲 南美洲 大洋洲 南极洲

土地面积

(万平方千米) 4 400 3 020 1 016 2 422. 8 1 797 897 1 400

2. 2002 年 10 月 12 日《青年报》第 2 版刊载了如图所示的扇形统计图.
(1) 从图上看,被调查者对目前的医疗服务价格是如何评价的?
(2) 有人说这幅图有问题,你看出来了吗?

(数据来源:中国经济景气监测中心)　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

(第 2 题)

　
图 15. 2. 3　 首轮投票情况

　 　 说说制作扇

形统计图的步骤.
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　 　 2. 利用统计图表传递信息

问题 3

在 2012 年第 30 届伦敦奥林匹克运动会上,中国体

育代表团取得了很好的成绩.
(1) 中国体育健儿在该届奥运会上共获得多少枚奖

牌? 获得的金牌数在总金牌数中占多大的比例?
(2) 从所获奖牌的总数看,和最近几届奥运会相比,

中国体育健儿在本届奥运会上的成绩如何?
上面只是提出了问题,并没有给出回答问题所需要

的数据. 因此,我们首先需要收集该届以及最近几届奥运

会上各个代表团获得奖牌的数据. 表 15. 2. 1 记录的是第

30 届奥运会上获得奖牌总数最多的四个代表团在最近

两届奥运会获得的奖牌数统计表(表中数据来自 http: / /
match. 2012. sina. com. cn / medals) .

表 15. 2. 1　 奥运奖牌榜(第 29、 30 届)

代表团 金牌 银牌 铜牌 总计

美国
29 届 36 38 36 110

30 届 46 29 29 104

中国
29 届 51 21 28 100

30 届 38 27 23 88

俄罗斯
29 届 23 21 29 73

30 届 24 26 32 82

英国
29 届 19 13 15 47

30 届 29 17 19 65
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　 　 先回答题(1) . 表 15. 2. 1 表明,中国体育健儿在第

30 届奥运会上共获得 88 枚奖牌,其中金牌 38 枚,约占

该届奥运会总金牌数 302 枚的 13% .
根据表 15. 2. 1 中各国第 30 届奥运会所获金牌数,

可以用计算机软件很快画出图 15. 2. 4 和图 15. 2. 5,它
们分别是美、中、俄、英等国在该届奥运会上所获金牌数

的条形统计图和扇形统计图.

图 15. 2. 4　 第 30 届奥运会金牌数条形统计图

图 15. 2. 5　 第 30 届奥运会金牌数扇形统计图

接下来回答题(2) . 可以先比较我国体育健儿在

最近七届奥运会上所获奖牌总数的情况,再看这四个

代表团在最近两届奥运会所获奖牌总数上的各自

表现.
表 15. 2. 2 罗列了金、银、铜牌和奖牌总数这四栏. 图

15. 2. 6 是根据表 15. 2. 2 中“总计奖牌数”这一栏绘制的

我国体育健儿所获奖牌总数的折线统计图.

　 　 用计算机软

件可以很快画出

这些统计图.

　 　 你 知 道 图

15. 2. 5 中中国占

13% 是怎么计算

出来的吗?
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表 15. 2. 2　 中国奥运奖牌数回眸

届数 金牌数 银牌数 铜牌数 总计奖牌数

24 5 11 12 28
25 16 22 16 54
26 16 22 12 50
27 28 16 15 59
28 32 17 14 63
29 51 21 28 100
30 38 27 23 88

图 15. 2. 6　 第 24

书书书

!30 届奥运会中国代表团奖牌总数统计图

思考

(1) 在图 15. 2. 6 中用一条折线将七届奥运会的数

据连起来了,请问介于相邻两届之间的六条线段是否表

示某种意思? 连线是为了显示什么?
(2) 与第 29 届北京奥运会相比,我国代表团在这一

届获得的奖牌总数有所下降,你怎么解释这个结果呢? 图

15. 2. 7 和图 15. 2. 8 传达的信息对你的分析有帮助吗?
要比较客观地评价一个代表团在一届奥运会上的

表现的确是很困难的,总奖牌数下降有多种原因,比如上

一届是东道主,天时地利人和;这一届没能保住上一届在

某些项目上的优势;其他代表团在某些项目上显著进步

等等. 有人认为只看金牌总数或奖牌总数都不够全面,建
议比较金牌和银牌的总数等. 你比较赞同怎样的方案?
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图 15. 2. 7　 最近三届奥运会中国代表团奖牌数比较图

图 15. 2. 8　 最近两届奥运会四个代表团奖牌数比较图

概括

统计表可以清楚地将数据分门别类地列出来,当数

据之间的关系比较复杂时,可以通过增加子栏目继续对

数据进行分类统计.
条形统计图是用宽度相同的条形的高低或长短来

表示数据特征的统计图,它可以直观地反映出数据的数

量特征. 如果有两个研究对象,常常把这两个对象的相应

数据并列表示在同一幅条形统计图中.
扇形统计图是用整个圆代表所研究的总体,用圆中

各个扇形代表组成总体的各个部分,扇形圆心角的大小

反映出各组成部分的数量在总数量中所占份额的大小.
折线统计图是用折线表示数量变化规律的统计图.

如果关注的是某种现象随时间变化而发生的变化,常常

以时间为水平放置的数轴,以折线的起伏直观地反映出

数量随时间所发生的相应变化.
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我们可以看到,对于同样的数据,需要根据问题的背景选择合适

的统计图表,将收集到的数据所隐含的信息显示出来,并通过适当的

数据分析,让数据说话,使人们真正了解研究的对象.
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　 1. 下表是第 30 届奥运会上中国代表团的奖牌榜,请用合适的统计图直观地表示这

些数据,并说说你从这些数据中发现了哪些信息.

金牌 银牌 铜牌 总计

男子 17 8 11 36

女子 20 18 12 50

混合 1 1 0 2

总计 38 27 23 88

2. 下表中列出了第 30 届奥运会上中国代表团获得金牌的项目,请你通过查询网站

了解其他国家代表团(如美国)获得金牌的项目和中国代表团有什么差异,并用

统计表把这些数据表示出来,然后就这届奥运会上中国体育健儿的表现谈谈你

的想法.
(参考网站:http: / / match. 2012. sina. com. cn / medals)

项　 目 金牌数 项　 目 金牌数

跳水　 　 6 击剑　 　 2

羽毛球　 5 拳击　 　 1

举重　 　 5 跆拳道　 1

游泳　 　 5 帆船帆板 1

乒乓球　 4 田径　 　 1

竞技体操 4 蹦床　 　 1

射击　 　 2
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计算机帮我们画统计图

　 　 利用计算机可以很方便地画出统计图,如果你有兴趣的话,不妨试一试用

Microsoft Office 软件中的 Excel 来画统计图. Excel 和 Word 一样,界面友好,容易

学,也方便用. 它们的区别在于功能不同,Word 大多用来处理文字,而 Excel 大多

用来处理数据.
打开 Excel,会出现一张画满格子的表,如果我们要根据表 15. 2. 1 画出相应

的统计图,那么只需要把表中的内容先按下面的格式填入格子.

　 　 选中你填好的所有格子(被选中的格子会变成浅灰色),再按工具栏中的

“插入”,屏幕会出现上面的画面,选择一个你要画的图形类型,比如条(柱)形

图、折线图或扇形(饼)图等等,就可以大功告成. 如果遇到困难,可以点击“帮

助”按钮寻求帮助.
请分别画出图 15. 2. 4 和图 15. 2. 5.
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　 　 习题 15. 2

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　1. 下面是我们从上海《解放日报》收集到的 2011 年 2 月上海空气的“污染指数”和

“空气质量”这两种数据.

日　 期 2 月 1 日 2 月 2 日 2 月 3 日 2 月 4 日 2 月 5 日 2 月 6 日 2 月 7 日

污染指数 82 91 154 79 77 68 141

空气质量 良 良 轻度污染 良 良 良 轻微污染

日　 期 2 月 8 日 2 月 9 日 2 月 10 日 2 月 11 日 2 月 12 日 2 月 13 日 2 月 14 日

污染指数 91 84 29 18 67 29 41

空气质量 良 良 优 优 良 优 优

日　 期 2 月 15 日 2 月 16 日 2 月 17 日 2 月 18 日 2 月 19 日 2 月 20 日 2 月 21 日

污染指数 57 38 53 72 69 50 86

空气质量 良 优 良 良 良 优 良

日　 期 2 月 22 日 2 月 23 日 2 月 24 日 2 月 25 日 2 月 26 日 2 月 27 日 2 月 28 日

污染指数 69 47 46 50 55 67 74

空气质量 良 优 优 优 良 良 良

(1) 这 28 天中属于“重度污染”、“中度污染”、“轻度污染”、“轻微污染”、“良”
和“优”的天数各有几天? 出现的频率各是多少? 请用一张统计表来表示.

(2) 用折线统计图表示这 28 天污染指数的变化情况.
(3) 从你画的统计图表中,可以得到哪些结论? 说说你的想法.
(4) 了解一下你所居住的地方或者你感兴趣的一个地方某月的空气质量情况.

2. 下面是一个机器人做 9 999 次“抛掷硬币”游戏时记录下的出现正面的频数和频

率表,以及根据出现正面的频率所画的一张条形统计图.
(1) 由这张频数和频率表可知,机器人抛掷完 5 次时,得到 1 次正面,正面出现

的频率是 20% ,那么,也就是说,机器人抛掷完 5 次时,得到　 　 　 　 次反

面,反面出现的频率是　 　 　 　 .
(2) 由这张频数和频率表可知,机器人抛掷完 9 999 次时,得到 　 　 　 　 次正

面,正面出现的频率是 　 　 　 　 ,那么,也就是说,机器人抛掷完 9 999 次

时,得到　 　 　 　 次反面,反面出现的频率是　 　 　 　 .
(3) 如果你和你的朋友一起合作也抛掷完 9 999 次,你们记录下的频数和频率

表会与这张记录表一模一样吗? 为什么?
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(第 4 题)

　 　 (4) 观察条形统计图,当抛掷次数很多很多以后(比如 800 次以后),出现正面

的频率是否比先前稳定?

抛掷次数 5 次 50 次 300 次 800 次 3 200 次 6 000 次 9 999 次

出现正面的频数 1 31 135 408 1 580 2 980 5 006

出现正面的频率 20. 0% 62. 0% 45. 0% 51. 0% 49. 4% 49. 7% 50. 1%

(第 2 题)

3. 现在有些学校试行了分班制,就是将年级中学习成绩比较接近的同学分在同一

个班上课. 就学校的这种做法,校学生会对全校每名同学做了调查,发现有 a 名

同学投赞同票,b 名同学投反对票,还有 c 名同学弃权. 如果全校共有 d 名同学,
那么:
(1) 为了检查调查结果 a、 b、 c 是否统计无误,可以首先核对是否有等式

　 　 　 　 　 　 成立;
(2) “赞同票”出现的频数是　 　 　 　 ,频率是　 　 　 　 ;
(3) “反对票”出现的频数是　 　 　 　 ,频率是　 　 　 　 ;
(4) 在已经求出了“赞同票”以及“反对票”出现的频率之后,如何求“弃权票”

出现的频率比较简便?
4. 2009 年,我国粮食总产量为 53 082. 1 万吨,其

中,谷物 48 156. 3 万吨,豆类 1 930. 3 万吨,薯类

2 995. 5 万吨. 如果用扇形统计图表示这组数

据,各部分扇形的圆心角分别约为多少度? (精
确到 0. 1°)

5. 2002 年 4 月 11 日《文汇报》报道,据不完全统计,
至今上海自愿报名去西部地区工作的专业技术

人员和管理人员已达 3 600 多人,其中研究生学

历占4% ,本科学历占79% ,大专学历占13% . 根据上述数据绘制扇形统计图,表示

这些人员的学历分布情况.
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　6. 在 2003 年第九届女排世界杯上,中国女排登上了世界冠军领奖台. 某调查队为

了解人们对中国女排的看法,对 4 000 人进行了调查,调查结果如下表所示.

意　 见 非常满意 满　 意 有一点满意 不满意

人　 数 2 000 1 600 360 40

(1) 请分别计算持各种意见的人数占总调查人数的百分比.
(2) 请作出反映此调查结果的扇形统计图.
(3) 从统计图中你能得出什么结论? 说说你的想法.

7. 下面的数据摘录自 2010 年《中国统计年鉴》,请根据统计表中的信息回答后面

的问题.

2009 年我国部分城市日照时数统计表 单位:小时

城市 1 月 2 月 3 月 4 月 5 月 6 月 7 月 8 月 9 月 10 月 11 月 12 月 全年

拉萨 249. 1 241. 5 263. 6 298. 2 291. 9 304. 0 254. 7 254. 5 259. 5 305. 9 276. 3 246. 0 3 245. 2

北京 214. 2 179. 9 238. 9 262. 2 280. 9 269. 9 185. 1 178. 7 148. 8 227. 9 152. 7 172. 6 2 511. 8

广州 181. 8 104. 9 48. 9 79. 6 121. 2 111. 1 185. 8 187 176. 3 208. 9 149. 7 116. 6 1 671. 8

贵阳 45. 9 66. 8 79. 4 41. 7 71. 7 62. 6 95. 2 151. 1 157. 5 53. 5 95. 1 14. 1 934. 6

(1) 上述统计表主要传递了什么信息?
(2) 表中被圈起来的两个数“187”和“2 511. 8”各表示什么含义?
(3) 2009 年 10 月份上述四个城市中哪个城市的日照时数最多? 哪个城市的日

照时数最少? 2009 年中北京在哪个月份的日照时数最多?
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　 　 一、 知识结构

利用数据分析解决简单实际问题的过程:

　 　 　 　 　 　　　　　提出问题
　 　 　 　 　 　　　　　收集数据→ 　 　 　 　 　 　 　 　 　　　　　　　　整理和描述数据→ 　 　 　 　 　 　　　　　分析数据→ 　 　 　 　 　 　　　　　回答问题→

　 　 　 　 　 　　　　　统计图表
　 　 　 　　　频数

　 　 　 　　　频率

二、 要点

1. 通过解决一些简单的实际问题,我们了解到:在现实生活中有

许多问题应当先做调查研究,收集数据,再通过分析作出判断.
2. 频数用来表示每个对象出现的次数,频率则表示每个对象出现

的次数在总次数中所占的比值. 频数和频率都能够反映每个对象出现

的频繁程度. 但在总次数不相等时,应比较频率而不是频数.
3. 数据中蕴含着丰富的信息,我们可以适当运用数据分析的方

法,借助统计图表读取或传递一些有用的信息,让数据说话.
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　 1. 如果你想了解自己花在看电视上的时间在全班同学中属于多的还是少的,该怎

么办呢? 请说明你的计划.
2. 已知全班共有 40 名学生,他们上学有的步行,有的骑车,还有的乘车,根据以下

已知信息完成整个统计表.

上学方式 步　 行 骑　 车 乘　 车

“正字法”记录 正正正

频　 数 9

频　 率 40%

3. 一名同学在调查 50 名同班同学的出生月份时记录的数据如下:

2, 5, 11, 7, 9, 3, 12, 1, 8, 10, 12, 7, 8, 2, 11, 10,
2, 9, 6, 4, 9, 11, 5, 12, 3, 8, 4, 10, 12, 7, 8, 6, 7,
1, 8, 11, 7, 5, 3, 9, 11, 4, 2, 9, 6, 5, 8, 3, 8, 12.

请为他设计一张统计表,使每个月出生人数的情况一目了然. (不要遗漏表的

标题)
4. 请将上题的数据用条形统计图表示,体会使用统计图表表示数据的好处.

B组

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　 5. 根据生活经验,画出你所居住的地区一年中每月平均气温走势的草图,再与你

收集到的实际数据作比较,或者与班上其他同学所画的草图作比较,并交流各

自的想法.
6. 和你的同学合作“抛掷硬币”,画出五张频数条形统计图,依次表示抛硬币 10

次、50 次、100 次、150 次和 200 次后正面和反面出现的次数,你们有什么

发现?
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(第 7 题)

7. 如图是某市场调查公司调查 A、 B、 C、 D、 E、 F、 G 等各大手机品牌占我国智能

手机市场份额情况得到的统计图.
(1) 图中最大的扇形表示 　 　 　 　 手机占我国智能手机市场份额的

　 　 　 　 % ,这个扇形的圆心角为　 　 　 　 °(精确到 1°) .
(2) 你从图中还能得到哪些信息?

8. 小明投掷一个普通的正方体骰子 40 次,已知他掷得奇数的次数是 15,求掷得

偶数的次数. 他掷得奇数的频率高还是掷得偶数的频率高? 如果再掷 40 次,此
结论会改变吗?

C组

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 9. 利用图(A)、 (B)提供的某公司的一些信息,回答后面的问题.

(A) 2010 年和 2011 年总支出图

　 　 　 　 　

(B) 2011 年总支出的分配图

(第 9 题)

(1) 2011 年管理费支出的金额是多少? 保险费支出的金额是多少?
(2) 2011 年的总支出比 2010 年增加多少? 增加百分之几?

华
东
师
范
大
学
出
版
社



第 15 章　 数据的收集与表示· 151　　

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　

(第 10 题)

10. 据报道,2011 年我国汽车市场上一些轿车的销量如下表所示.

车　 型 A B C D

销量(万辆) 25. 35 24. 75 20. 70 18. 90

(1) 请用条形统计图表示表中描述的信息.
(2) 将表中 4 个数据相加,可以知道,四种轿车在 2011 年的总销量为89. 70 万

辆. 有人据此画出如图所示的 2011 年中国汽车市场品牌占有率的扇形统

计图,称车型 A 的市场占有率为 25. 35 ÷ 89. 70≈28. 3% ,其余三种车型的

市场占有率依次为 27. 6% 、 23. 1%和 21. 1% . 你同意吗? 为什么?

11. 1999 年,全国少工委与中国青少年研究中心调查显示,46. 9%的中小学生没有

达到 8 小时的睡眠时间标准. 请你在班级里也进行一次调查,并就此问题与同

学作一交流.
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黄杨树

叶 子 的 特 征

大自然中的植物千姿百态. 如果细心观察,就会发现:不同植物

的叶子通常有着不同的特征. 比如,夹竹桃的叶子又细又长,银杏树

的叶子像把小扇子,黄杨树的叶子则接近于椭圆形……

夹竹桃
　 　

银杏树
　

下面是一位同学通过亲自收集和分析数据得到的一份关于绿萝

叶子的研究报告. 请你选择一种植物,利用自己掌握的分析数据的方

法,对植物叶子的长、宽比进行研究,撰写研究报告并与同伴交流.
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研究问题 了解绿萝叶子的长、宽比.

数据来源

选择一株绿萝,亲自测量其中 10 片叶
子的长和宽.
注:
1. 将右图中长方形的长和宽当作叶子

的长和宽;
2. 尽量选择大小有差异的叶子.

数据
记录

绿萝叶子的长和宽统计表(单位:cm)

编号 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

长 10. 5 14 13. 2 13. 5 13 18 16. 5 11 12. 5 19. 5

宽 5. 5 8 7. 2 8. 5 7. 6 9 9 7 6. 3 12. 5

数据
处理

计算:求出每片叶子的长、宽比,再计算平均数,保留两位小数的
结果是 1. 77.
作图:将 10 片叶子的长、宽比绘制成如下统计图,发现数据点在
1. 77 附近波动.

10 片绿萝叶子的长、宽比统计图

结论与
思考

结论:1. 绿萝叶子的长、宽比大约为 1. 77.
2. 任意一片叶子真实的长、宽比通常并不等于估计值,但

大多与估计值接近.
思考:1. 是否可以利用叶子的长、宽比对植物进行分类?

2. 这种方法可以用于解决其他分类问题吗?

报告人
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华东师大版初中数学教材是最早通过教育部审查的新课标初中数学教材

之一. 自 2001 年秋季在 7 个国家级实验区投入实验以来,已有分布在 26 个省、
市、自治区的地市选用过或正在选用本套教材. 10 多年来,实验区的广大师生对

本套教材寄予了厚爱,为它的不断完善提出了许多宝贵意见. 根据这些意见,在
实验期间,我们对教材进行了多次修改. 在此,我们对多年来给予本套教材关心

的各级领导、广大实验区师生和各位同仁表示衷心感谢.
根据教育部的统一部署,在 2012 年前要完成义务教育阶段所有新课标教

材的修订工作. 为了确保本套教材修订工作的顺利进行,在 2011 年 4 月至 7 月

间,我们就本套教材的修订广泛征求了一线教师的意见. 2011 年 9 月在南京召

开了“华东师大版初中数学教材修订研讨会”,来自实验区的 120 多名教研员和

骨干教师以及全体编写人员参加了会议. 会议期间就本套教材修订的整体框架

达成了广泛共识. 本套教材的修订稿完成后,我们又特邀有关专家和来自教学

一线的教师进行了审稿. 参与本册教材审稿的有冯国卫、郭奕津等专家和教师.
尽管我们对修订工作倾注了心血,但现在呈现在广大师生面前的修订教材

肯定还存在有待进一步完善的地方. 我们真诚希望广大师生继续关心我们的教

材,对我们的教材不断提出新的宝贵意见.
本册教材修订的撰稿人如下(以姓氏笔画为序):
王继延、李俊、吴中才、忻重义、沈加、胡耀华、唐复苏、程靖.
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